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Organizacao do curso

Sala de aula : *
Horario - 3% feira 10:30 — 12:30
- 5% feira 10:30 — 12:30

Atendimento : 4% feira 10:00 — 12:00

Professor . Liu Hsu Ramon R. Costa
Telefone : 2562-8605 2562-8604

e-mail : 1liu@coep.ufrj.br ramon@coep.ufrj.br
Laboratério : H-345 H-345

Homepage : http://www.coep.ufrj.br/~1liu
: http://www.coep.ufrj.br/~ramon

http://www.coep.ufrj.br/~teleduc
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Pré-requisitos

(Desejavel:)
* Algebra Linear

Y Sistemas Lineares

Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004



COV-758 Comunicacao e Controle 4

Objetivos do curso

% Introducao a modelagem e analise de sistemas lineares invariantes no tempo
(SLIT) continuos.

% Introducao as ferramentas e métodos de controle.

% Dominio na utilizagdo do Matlab/Simulink para a simulacdo de sistemas em
malha fechada.

% Experimentacao com controladores implementados em microcontroladores.
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Descricao do curso

Modelos matematicos de sistemas dinamicos
Andlise da resposta transitdria
Introducao a estabilidade
Projeto de controladores

Introducao ao MATLARB

Implementacao digital

S - o B A

. Aplicacoes
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Duracao do curso

Inicio : 22/jul
Término : 24/ago

Y 20 horas-aula
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Plano de aulas simplificado

Funcoes de transferéncia
Diagramas de blocos

Equacoes de estado

1. Modelos matematicos de sistemas dinamicos

Sistemas lineares e nao-lineares

Modelos de sistemas mecanicos

Modelos de sistemas elétricos

Modelos de sistemas hidraulicos

Modelos de sistemas térmicos

Linearizacao

4 aulas

Prof. Ramon
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Plano de aulas simplificado

2. ANAlISe .. 3 aulas

e Respostas transitérias: sistemas de 1la. e 2a. ordens
e Estabilidade

3. Projeto de controladores ........... ... ... ... ... ..., 4 aulas
e PID
e Realimentacao de estado

4, Matlab ... 1 aula

e Operacoes com matrizes
e Geracao de figuras
e Utilizacao do Control Toolbox

e Utilizacao do Symbolic Toolbox
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Plano de aulas simplificado

5. Implementacao ....... ... ... 2 aulas
e Implementacao usando microcontroladores
e Trabalho #1: Controle de um duplo integrador
e Trabalho #2: Controle de um motor DC+encoder

6. Aplicacoes ........ ... . . ., 2 aulas

e Posicionamento dinamico de um navio/plataforma
e Controle de um ROV

TOTAL : 16 aulas
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Em resumo ...

Pouco tempo pra brincadeira !

Prof. Ramon
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Exercicios & trabalhos

Durante o curso os alunos receberao:
e 3 listas de exercicios

e 1 trabalho/projeto

% Poderao requerer a utilizacao do pacote MATLAB e seus toolboxes.
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Avaliacao

v Base: exercicios e trabalhos .
% Nao serao aplicadas provas .

% Para aprovacao no curso o aluno devera ter média final > 5 .
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Livros textos

[1] K. Ogata,
Modern Control Engineering ,

3rd Edition, Prentice Hall , 1997.

[2] B. C. Kuo,
Automatic Control Systems

7th Edition, Prentice Hall , 1995.
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Bibliografia complementar

[1] C. T. Chen,
Linear Systems Theory and Design ,

3rd Edition, Oxford , 1999.

[2] Gene Franklin & J. David Powell & Michael L. Workman ,
Digital Control of Dynamic Systems ,

Addison—Wesley , 1990.

[3] Charles L. Phillips & H. Troy Nagle
Digital Control Systems Analysis & Design ,
3rd Edition, Prentice—Hall , 1995.
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Conteluido

Introducao _ —

Equacdes diferenciais ordinarjgs (EDQ)

Resposta ao impulso
Transformada de Laplace

Funcoes de transferéncia

Diagramas de bloco - - - = = = = ==
Equacoes de estado

Realizacao de funcoes de transferéncias

© 0o N o U kR b=

Modelagem de sistemas dinamicos lineares

—
o

. Sistemas nao lineares e linearizacao
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1.1 Introducao

U Yy
o————> Sistema >0
Entrada Saida

Figura 1: Sistema.

_ . algo com terminais de entrada e saida.
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Lineares Nao lineares
Continuos Discretos
Invariantes Variantes no tempo
SISO MIMO
Deterministicos Estocasticos
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% Sistemas lineares invariantes no tempo (SLIT) .
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Motivacao

% Controlar um sistema significa impor certas propriedades aos seus sinais
de saida como, por exemplo, overshoot.

% A entrada ¢ o sinal que pode ser livremente manipulado.

7/

% E necessario um modelo do sistema para se poder calcular o sinal de con-

trole necessario para se impor as propriedade desejadas a saida.

% Estratégias adequadas de controle permitem obter bom desempenho
mesmo com um modelo impreciso do sistema.
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Um sistema é definido matematicamente como uma transformaciao ou operador :
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Sl |ntegrador
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Conside 2 sinais de entrada distintos :

Prof. Ramon
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PPOBREIRAE|  (Aditividade)

T{a1(t) +aa(t) | = T{ar(0) | + T{aa(t) } = () + 320
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_ (Homogeneidade)

T{aa:i(t)} = aT{azi(t)} = ay; (1)

Combinando-se estas 2 propriedade, tem-se o ...
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T{a:pl(t) + bxg(t)} — ayi(t) + bya(t)
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Propriedade  (Linearidade)

A classe de sistemas que satisfaz o principio da superposicao é dito linear .

% Nos sistemas dindmicos , a resposta a condicao inicial também deve
satisfaz o principio da superposicao.
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Exemplo 2 Duplo integrador.
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E fcil verificar que se para w1 (t), v1(0) e y1(0) :

:/ (/Otul )dT + v1( ))dC+yl(O)
e para us(t), v2(0) e y2(0) :

y2(t) = /Ot </Ot us(7)dt +Uz(0)> d¢ + y2(0)

entao

y1 () + ya(t) = / ( / s (7) + ua(r)]dr + [02(0) + v2<o>}) 4¢ + [y2.(0) + 12(0)]

Y O sistema é linear.
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Exemplo 3 Sistema nao-linear.

Oscilador de Van der Pol :

j— =05 +y =0
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a entrada

produz a saida

_ (Invariancia no tempo)

Um sistema é dito invariante no tempo se, VT,

xl(t)

= x(t —7)

y1(t)

=yt —7)

Prof. Ramon
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Exemplo 4

u(t)

Sistema invariante.

y1(t)

Prof. Ramon
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Propriedade  (Causalidade)

Um sistema é dito causal se a sua saida atual depende somente das entradas
atuais e passadas, i.e., ndo depende das entradas futuras.
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SEULICI  Sistema nao causal.
u
—{ Sistema |——
0 1 0
Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004
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SCENPINN  Sistema diferenciador.

x(t)

% A diferenciagdo (on line) n3o é uma operacdo causal.
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SEubIWAR  Sistema nado causal discreto.

ylk] = 0.2y[k — 1] + 0.5 y[k — 2] + ulk] — ulk + 1]

% Exemplo de uma equacdo a diferencas (equacdo recursiva).

% A saida atual depende do valor futuro do sinal de entrada ulk + 1].
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Figura 2: Interpretacao de um SLIT.

Prof. Ramon
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1.2 Equacdes diferenciais ordinarias (EDO)

Forma geral :
d™y dr 1y dy d™u du
i) B -7 — b - ... b — 1}
ngpn T Ot gt T Gy A0y = O g e Oy T o

Y EDO linear de ordem n.

* Causalidade < n>m

% Modelo temporal .
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Operador diferencial

Definicao p=—

Notacao simplificada :

ou melhor,

(bmpm + b1 p™ 4+ bip+ bo)’d(t)

(anp" + a1 p" o ap+ ao)y(t) =

Prof. Ramon
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Exemplo 8 Sistema mecanico massa-mola-atrito.

Yy
k u
WWN— m ——
b

A posicao da massa m é descrita pela EDO de 2a. ordem

my+by+ky=u

onde : M = massa
b = coeficiente de atrito
k = constante de mola
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Usando o operador diferencial :

(mp2—|—bp—|—/<z)y:u

Prof. Ramon
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1.3 Resposta ao impulso

% Modelo temporal : g(t) = resposta ao impulso.

Figura 3: Resposta com condicoes iniciais nulas.
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A resposta a uma entrada u(t) é dada pela integral de convolugdo

% ¢(t) = resposta do sistema com condi¢Ges iniciais nulas a um impulso
aplicado em ¢t = 0.

% A convolucao é comutativa : y(t) = g(t) xu(t) = u(t) * g(t)
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Figura 4:

Exemplo 9 Sistema mecanico massa-mola-atrito.

0.3

0.25

0.2

0.15

0.05

_005 | | | | | |
0

Resposta ao impulso. Simulacdo usando Matlab.

Script rimpulso.m .

Prof. Ramon
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1.4 Transformada de Laplace

% Util na solucdo analitica de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs).

% Reduz uma EDO (no dominio temporal) a uma equacg3do algébrica

(no dominio complexo).
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% s = variavel complexa .
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Exemplo 10

Funcao exponencial.

0 set <0

ke % set>0

F(s)=L {k e_a’t}

= / ke e 5t dt
0
—k / h e~ (sta)t gy
0

k
sS4+ a

Prof. Ramon
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(1) Llaf®)] =aLf@®)]

(2) LIA® + £0)] = £[a0)] + £ £0)

% A Transformada de Laplace é linear .
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Teorema (Diferenciacao)

* F(s) = z[f(t)]

% f(0) éa condicdo inicial de f(t).
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‘Teorema  (Integracio)

[from

_F) |, 1710)

S

Prof. Ramon
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- (Valor final)

lim f(¢) = lim sF(s)

t— 00 s—0

* S se aplica se tlim f(t) existir .
— OO
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Teorema (Convolucio)

L{A1(6) # o(8)| = Fi(s)a(s)

Prof. Ramon
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1. Determinar a expansao em fracoes parciais

2. Consultar tabelas de transformadas

1. Usar o MATLAB

Prof. Ramon
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F=B8)_ _n_ " ™
A(s)  s+p1 s+ S+ Pn
% 7r; = residuos .
* p; = polos .
% O caso geral envolve pdlos miltiplos .
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Tabela

(Vide Ogata. pag. 22 e 23)
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Exemplo 11 Transformada de Laplace usando MATLAB.

Encontrar a transformada de :

-: >> syms t s a k

>> f = kxexp(-ax*t);
>> F = laplace(f)

k/(s+a)

>>
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Anti-transformada de Laplace usando MATLAB.
Encontrar a anti-transformada de :
k
Fls) = (s +a)?

-: >> syms t s a k

>> F = k/(s+a) " 2;

>> f = ilaplace(F)

f =

kxt*xexp (-a*xt)

>> _
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1.5 Funcao de transferéncia

Considere uma EDO :

W+---+ala+aoy—bmdtm+ +b1dt+bou

- . Todas as condicoes iniciais sao nulas.

Aplicando-se a Transformacao de Laplace em ambos os lados,

[s”+---+a18+ao]Y(s) = {bmsm+---+bls+bo]U(s)
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Defini-se a Funcao de Transferéncia como :

by S™ + by 15™ 4+ bys + by

s+ ap_18" L4+ -+ ais+ ag

Y Ordem n.

*

Causalidade

~

n>m

* Modelo frequencial .

Prof. Ramon
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Figura 5: Funcao de transferéncia.

Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004



COV-758 Comunicacio e Controle 61

Y Pode ser encontrada na literatura.

., : : ., d
% A varidvel s deve ser interpretada como o operador diferencial p7e
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*

Funcao racional em s.

G(s) s6 depende do sistema.

G(s) so6 é definida para SLITs.

O conhecimento de G(s) permite calcular y(t) para qualquer sinal u(t).

GG (s) pode ser determinada experimentalmente .

Prof. Ramon
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Exemplo 13

EDO que rege a dindmica do sistema :

Aplicando Laplace :

Portanto,

Sistema massa-mola-atrito.

J+2y+3y =u

s°’Y +2sY +3Y =U

Prof. Ramon
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Exemplo 14 Funcoes de transferéncia usando MATLAB.

>> num = [1]; %» polindmio numerador
> den = [ 123 1]; % polindémio denominador
>>

>> G = tf (num,den)

Transfer function:
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1.6 Diagramas de blocos

Servem para :

% Visualizacao de sistemas complexos.
% Visualizacao de conexodes e fluxos de sinais .

_ . Setas/sinais

Somadores

Ganhos/FTs
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Exemplo 15 Sistema em malha fechada.

H{(s)

A

Figura 6: Diagrama de blocos de sistema em malha fechada.
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Determinacao da FT em malha fechada :
Do diagrama tiramos :
y==Ge
e=u—Hy
Eliminando o erro e :
Y = G(u — Hy)
=Gu—GHy
Portanto :
y(s) G
1 GH) — G N _
( T Y “ u(s) 14+ GH
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Exemplo 16 Sistema em malha fechada.

&
—~
V)
~—
A

V@

o
VoS
(Va)
N——"
A

* r=Gie— Hyy
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Determinacao da FT em malha fechada :

A

V@

=

—~

Z
A

* =G, (e—%y)
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Determinacao da FT em malha fechada

A

Y
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Determinacao da FT em malha fechada :

y(s) _ G1(s) Ga(s) Gs(s)
u(s) 14 Gi(s) Ga(s) Hi(s) + Ga(s) Gs(s) Ha(s)
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Exemplo 17 Usando MATLAB/Simulink.

1

s+5
H1(s)

Figura 7: Diagrama de blocos em Simulink.

Model

dblocos.mdl .

Prof. Ramon
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Script para obter a FT em malha fechada ( diag_blocos.m ) :

% Obtencdo de FT de um diagramas de blocos
open_system(’dblocos’) ;

[A,B,C,D] = linmod(’dblocos’); % retorna o modelo de estado
g = ss(A,B,C,D);

h = tf(g)

close_system(’dblocos’);
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Resultado :

>> diag_blocos

Transfer function:
s™2 + 9 s + 20

s”5 + 15 874 + 85 873 + 227 872 + 287 s + 137

>>
>>
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Verificacao : Script ( verifica.m )
gl = t£(1,[1 11);
g2 = tf(1,[1 2]);
g3 = t£(1,[1 31);
hi = t£(1,[1 51);
h2 = t£(1,[1 41);

H = (gl*g2xg3)/(1 + glxg2*xhl + g2%g3%*h2);

G = minreal(H) 7 solugdo apdés todos os cancelamentos
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Resultado

>> verifica

Transfer function:
s™2 + 9 s + 20

s”5 + 15 874 + 85 873 + 227 872 + 287 s + 137

>>
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1.7 Equacoes de estado
_ 1. Introducao

. Exemplo preliminar

. Condicoes iniciais

. Exemplo preliminar 2

2
3
4. Definicao
5
6. Diagrama de blocos
7

. Exemplos com Matlab

/Simdlin

Prof. Ramon
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Introducao

- O aluno estd familiarizado com as representacoes matematicas

% Resposta ao impulso (ja visto em SL-I)
% Equacdo diferencial ordinaria (EDO)

% Funcao de transferéncia

_ Vamos introduzir a representacao de SLIT's por

v Variadveis de estado

_ Obtencao da representacao de estado a partir da EDO.
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Exemplo preliminar

Exemplo 18 Sistema mecanico tipo massa-mola-atrito.

Y
k u
VWV m e
b
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Sistema mecanico :

Modelo : EDO de 2a. ordem

y+ 2y + 3y = u

Y = aceleracao
1y = velocidade e

y = posicao da massa

Prof. Ramon
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1 EDO de 2a. ordem

EDO de 1la. ordem
EDO de 1la. ordem

Prof. Ramon
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Neste caso :

Derivando-se

Introduzimos novas variaveis

ZCQZQ

r1 = pOsIcao
To = velocidade da massa

r1 € I9

= -3y —2y+u

= —3x1 — 229 +u

Prof. Ramon
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Portanto, a EDO de 2a. ordem pode ser reescrita como

j31:$2
j?g :—35131 —QZCQ—i—u
Y=

% As equacoes acima formam uma representacao de estado .

Y As varidveis 11 e x5 sao os estados .
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O sistema de equacoes

T1 = T2
Ty = —3x1 — 229 + U
Yy=x1

pode ser escrito na forma matricial

onde
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Introduzindo as matrizes

_O 1_ _O_
A= B =

_—3 —2_ _1_
<[ o b-[o

tem-se a forma matricial para a representacao de estado

& = Az + Bu
y=Cx+ Du
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Importante :

% A representacao de estado de um SLIT ndo é dnica .

% A escolha das varidveis de estado x;1 e x5 foi arbitraria.
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Exemplo 19 Mesmo sistema massa-mola-atrito.

Escolhemos :

L1 — —Y

To =Y+ Y

Derivando-se 1 e Io

7= —y

= —T1 — T2
To=1Y+Y

=g+ (=3y—2y+u)=—2y—(y+y) +u

:2531—5[324—’&
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A representacao do sistema passa para

. -1 -1 0
Tr = T + U
2 =1 1
Yy = [—1 O} T
onde o
. T1
x:
X2
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_ O estado T é obtido a partir de uma transformacao linear de z :

L1 = —Y = —I

To=Y+Yy=1o1+2x2

Usando notacao matricial, tem-se

8
|
~
8
I
8
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Condicoes iniciais

A solucao da EDO
y+2y+3y=u

requer o conhecimento das condi¢es iniciais y(tg) e y(to).

Para a solucdo das equagdes de estado (em x) é necessario o conhecimento de

Para a representagdo equivalente (em ), a condicao inicial é

Z1(to) = —y(to)
T2(to) = y(to) + y(to)
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Definicao

Definicdo. . (FE'stado)

O estado em t =ty de um sistema de ordem n é o conjunto de n
valores x1(tg), -+ ,xn(to), que juntamente com o sinal de entrada
para t > tg, é suficiente para determinar todo o comportamento do

sistema para t > 1.
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Exemplo preliminar 2

SENPIRE \/amos considerar agora um SLIT descrito por
y+2y+ 3y =u-+u
% 1 nao deve aparecer na representacao de estado

Escolhemos as seguintes variaveis :

L1 =Y

% Essas varidveis podem nao ter significado fisico.
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Derivando-se x1 e x5, obtemos
.Ct‘l = y =29 + U

Fy = — 1
= -3y —2y+u
= —3z1 — 2(x2+u) +u

% x5 foi escolhida de modo que 9 =9y — —> elimina .

Resultado : ¢ - - L
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Diagrama de blocos

= Ax + Bu
Representacao de estado :
y=Cx+ Du
- D

U T x + Y
s B _)®_» / > C —)@—\
+

3
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% O diagrama de blocos utiliza somente as operacoes permitidas.
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Exemplos com Matlab/Simulink

Exemplo 21 Equacdes de estado usando MATLAB /Simulink.

Sistema massa-mola-atrito : &

=N
|
&
+
=~

Sistema massa-mola-atrito : ¢

v=]1 o)a+[o]u
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>
Scopel
) X = Ax+Bu
@ ! < y = Cx+Du
u
Planta
—P{ U
returnl

Figura 8: Diagrama de blocos em Simulink.

>
Scope
y
—P Y
return

Model modelo.mdl .

Prof. Ramon
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Script simul.m

%» Resposta do sistema massa-mola-atrito a uma condigdo inicial

A =1[01; -3 -2]; % matrizes
B = [0; 1];

c=10[10];

D = 0;

x0 = [1 0]; % condigdo inicial

tfinal = 8;

sim(’modelo’ ,tfinal)

plot(y,’Linew’,2.5); grid on; shg
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Resultado

1.2 T T T T T T T T

0.2 | | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

Figura 9: Resposta a condicdo inicial.  Script simul.m .
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Script simu2.m
%» Resposta do sistema massa-mola-atrito a uma condigdo inicial

= [-1 -1; 2 -1]; % matrizes do sistema transformado
= [0; 11;

= [-1 0];

= 0;

O Q @™ =

x0 = [-1 1]; % condicgdo inicial

tfinal = 8;

sim(’modelo’ ,tfinal)

plot(y,’Linew’,2.5); grid on; shg
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Resultado
1.2 T T T T T T T T
_0.20 5(l)0 10|00 15|00 20l00 25|00 30l00 35l00 40lOO 4500
Figura 10: Resposta a condicdo inicial.  Script simu2.m .
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Exemplo 22 Equacdes de estado usando MATLAB /Simulink.

Sistema massa-mola-atrito : % i i ]

% Simulacdo alternativa do mesmo sistema utilizando bloco integrador.
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D*u

Gainl

l—-» u
To Workspace

X —» Y
To Workspace?2

To Workspacel

Integrator

t

Clock To Workspace 3

Gain

Figura 11: Diagrama de blocos em Simulink.  Model modelol.mdl .

% Note a utilizacdo do bloco Clock para obter a varidvel tempo.
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% Maior controle sobre a integracao numérica.

v Acesso ao estado.

Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004



COV-758 Comunicacao e Controle 107

Script simu3.m

%» Resposta do sistema massa-mola-atrito a uma condigdo inicial

A =1[01; -3 -2]; % matrizes

B = [0; 1];
c=1[10];
x0 = [1 0]; % condigdo inicial

open_system(’modelol’);
set_param(’modelol’,’MaxStep’,’0.017)
tfinal = 10;

sim(’modelol’ ,tfinal)

plot(t,x,’Linew’,2.5); grid on; shg
close_system(’modelol’);
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0.8
0.6
04

0.2

Figura 12: Resposta a condicao inicial.

Script simu3.m .
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% Para SLITs de ordem elevada o procedimento descrito pode resultar bastante

trabalhoso.

% Método sistematico : utilizacdo de formas candnicas .

% Vamos determinar a Funcao de Transferéncia de um SLIT dado por uma
representacao de estado.
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Escolha
de

Estado

Formas
Candnicas

Prof. Ramon
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1.8 Realizacao de funcoes de transferéncia

_ 1. Funcao de transferéncia|(FT)

2. Formas canonicas
e Forma canonica controlavel

e Forma canonica obsarvavel

3. Transformacao de coordenadas

4. Exemplos

5. Exercicios
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Fungdo de transferéncia (FT)

Considere novamente a representacao de estado

Tz = Ax + Bu
y=Czx+ Du

Estamos interessados em determinar a FT
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Aplicando Transformada de Laplace :

o
>
O
|
I
>
=
T
vy
J
@

Portanto,

sX(s) — AX(s) = BU(s)

(s — A)X(s) = BU(s) = X (s) = (sI — A)"'BU(s)

Y(s)=CX(s)+DU(s) = Y(s) = C(sI — A)"'BU(s) + DU(s)

A FT procurada é : g(s) = =C(sI —A)'B+D
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SENIWEN Secja 0 modelo de estado (vide Exemplo preliminar 2)

. 0 1 1

Tr = T -+ U
-3 -2 —1

=[r o

A FT correspondente a esse sistema é
— - — _1 -
1 0 0 1 1
g(s) = [1 0] 5 —
0 1 -3 -2 —1
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_ Inversa de uma matriz 2 x 2
- - —1 - -
a 1 d —b
C d Al ¢ a
a b
A = det = ad — bc
C d
[indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004
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Calculos :

g(s)

1 0 0 1
[1 O] S —

Prof. Ramon
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SCIeWZ Usando Matlab.

Considere o mesmo sistema do exemplo anterior :

Tr = x + U
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Script calcula_ft.m

% Determinacido de funcdo de transferéncia

= [0 1; -3 -2]; ' matrizes
[0; 11;

= [1 0];

= 0;

O Q @™ =
I

sl = ss(A,B,C,D) 7 cria o sistema sl (representacgdo de estado)

g = tf(sl) % determina a Funcdo de Transferéncia de sl
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>> calcula_ft

Transfer function:

s + 1

>>
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SENGIIEN  Usando Matlab/symbolic.

Ainda utilizando o mesmo sistema :
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Script calcula_ft_sym.m

A =1[01; -3 -2]; % matrizes

B = [1; -1]1;

C =1[10];

D = 0;

sSyms S; %» cria varidveis simbdlicas

I = eye(2); % cria matriz identidade

g = Cxinv(s*I - A)*B + D; % calcula a Fungdo de Transferéncia

g = simple(g); % determina a forma mais simples
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>> calcula_ft_sym

>>
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Formas canonicas

% Uteis para a obtencdo de uma representacdo de estado de um SLIT.

Neste contexto, duas formas canonicas sao de particular interesse:

1. Forma candnica controlavel (FC Co)

2. Forma candnica observavel (FC Ob)
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0 1 0 0 | 0]
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
xr = x + U
0 0 0 1 0
_—ao —a1 —a9 —an_l_ _1_
Yy = [bo b1 b bn—l] X
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Forma canénica controlavel (forma compacta)
0 | I
T = T + U
—ao —ayp - —0an-1
y:[bo by -+ bpo1| 7
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—An—1 0 bn—l
—Un—2 bn—2
T = T+ U
—aq bl
| —Aao i bO
y = [1 0 0 o] z
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Forma candnica observavel (forma compacta)
—Aan—1 B
_ bn—l
I
€Tr —= —0,1 X —|_
b

| — Qg 0 ] - 70

v=[1]0]a
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DENWM Seja o seguinte SLIT de 2a. ordem na FC Co

. 0 1
xr = T + U
—Qag —ai
Yy = [bo bl} T
A FT correspondente é dada por
— - — - _]_ - -
1 0 1 0
g(s) = [bo b1] s —
0 —ap —aj 1
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Célculos :
- - - - —1 F -
1 0 0 1 0
g(s) = [bo bl] S —
0 1 —ag —Qai 1
— ) ) - __]_ — - ) S
S —1 0
[
apg S+ a1 1
1 S+ aq 1 0
-
$“ + ais+ ap —ag  s| |1
1 {b ; ] 1
24 aystag L0 s
B b18 + bo
- s2 4 a1s+ ag
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Propriedade

% Os coeficientes b; e a; sao os mesmos que aparecem no numerador e de-
nominador da FT.

% Para se obter uma representacao de estado a partir de uma FT, basta o
conhecimento desses coeficientes.

* A FC Ob também tem essa propriedade.
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SENIM Seja o seguinte SLIT de 2a. ordem na FC Ob

: —a; 1 b1
xr = T -+ U
—Qo 0 b()
o=[r o
A FT correspondente é dada por
— - — - _1 — -—
1 0 —a; 1 b1
g(s) = [1 0] 5 -
0 1 — Qg 0 b()
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Calculos :
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SEULICPEE Encontrar um modelo de estado para o SLIT de 3a. ordem

(s) 25% +4s+ 7
S) =
I s3 + 652+ 11s+6
( o 1 ol [o
xr= |0 0 1 {xz+ 1|0
Representacao na FC Co: <
6 —11 -6 |1
| Y= [ 7T 4 2} x
( 6 1 0] |2
= |—-11 0 1|z+ |4|u
Representacdo na FC Ob : <
-6 0 0 7
| Y= {1 0 O} X
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Transformacao de coordenadas

Considere o modelo de estado :

x = Ax + Bu
y=Czx+ Du

% Podemos definir estados z; a partir de uma combinacio linear dos estados

;.

% A combinacao linear pode ser representada na forma matricial

z =Tx

onde T € uma matriz nao singular .
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Multiplicando a 1a. equacao por 1':

Tt =TAx + TBu

Porém,

Eliminando a varidvel x, tem-se

3 =TAT 'z + TBu
y=CT 2+ Du
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Apds definir as matrizes

S

|
~
> Sy

obtemos a seguinte representacao do sistema com estado z

2= Az + Bu
y=Cz+ Du
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1.9 Modelagem de sistemas dinamicos lineares

19 %4

Método: Analogia forcarcarrentte
Modelos de sistemas mecanicos de tranglacig
Modelos de sistemas mecanicos de fotagcao
Modelos de sistemas el|étrigas

Modelos de sistemas flujdos

S 00 B b=

Modelos de sistemas térmicos
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Método: Analogia forca—corrente

% Método sistematico para obtencao das equacoes de estado.
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Poténcia
Sistema Poténcia
Mecanico de translacao P=Fv
Mecanico de rotacao P=Tuw
Elétrico P=iv
Fluido P=gp
Térmico —

P = varidvel sequenciada x varidvel referenciada
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% Caracteristica da varidvel sequenciada : o sensor deve ser instalado em

série.

v Caracteristica da variavel referenciada : em todos os sistemas, é medida

em relacao a alguma referéncia.
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Elementos
Sistema Resisténcia Indutancia Capacitancia
Mec. de translacao Atrito Mola Massa
Mec. de rotacao Atrito Mola torsional Inércia
Fluido Restricao Inertancia fluida Capacitancia fluida
Térmico Isolamento — Capacitancia térmica

Prof. Ramon
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Modelos de sistemas mecanicos de translacao

Varidvel sequenciada :  Forca [F}

Varidvel referenciada : Velocidade {v}
t .

Variaveis integradas I' = / Fdr+T(0) Qua.nt|dade de
0 movimento
t

T = / vdr + 2(0) Deslocamento linear

0
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dv
Massa : m——- = F
dt "

dF;
Mola ko, = Sk

d
Atrito bu, = I
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Exemplo 29 Sistema mecanico de translacao

Vamos comecar utilizando nosso velho conhecido, sistema massa-mola-atrito

Yy
k F
WWN— m ——
b
Sinal de entrada : F (Forga)
Sinal de saida :y (Posicao da massa m em relagdo a um referencial inercial)
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_ = Numero de elementos armazenadores de energia

independentes.

S
|
N

Neste exemplo :
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Grafo

F? mo \bp A\

Figura 13: Grafo orientado.

% As orientacoes sao adotadas arbitrariamente.
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Equacoes dos Nos F.,+ F,+ F,=F

Equacoes das Malhas : v, = vy = Vi
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Obtencao da EDO

Substituindo as relacoes elementares na equacdo dos nods :

vy, !
mv——l-bvb—l—k/ v dT = F
dt 0

Utilizando as equacoes das malhas :

¢
mdv—m+bvm+k/ U dT = F
dt 0

Utilizando a definicdo de deslocamento y (variadvel integrada), temos :

my+by+ky=F
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em funcao dos estados.

Passo 1 : Escolher as varidveis de estado

(Velocidade da massa)

(Forca na mola)

Passo 2 : Escrever as equacoes dos elementos armazenadores de energia

Prof. Ramon
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Para a massa escrevemos :

md;’_:@:Fm (Nés : Fy + Fyp + Fj, = F)
— _F —F,+F (Atrito : F, = buy)
— —buy, — F, + F (Malhas : v, = vy = vg)
= —bv,, — F, + F

Introduzindo as varidaveis 1 e xo

ijl = —bﬂ?l — X9 —|—F
Portanto :
b 1 1
r1=——T1 — —Xo+ — F
m m m
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Para a mola escrevemos :

— = k vy (Malhas : v, = v, = vy)

= kv,

Introduzindo as varidveis 1 e xo

.fg = kwl

Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004



COV-758 Comunicacio e Controle 152

Sinal de saida : y (Posicao da massa m em relacdo a um referencial inercial)

Utilizando a equacao para a mola :

t
Fk; :k/ ’deT
0

t
:k/ Vyn dT
0

Portanto, 1
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Resultado
( b 1 1
Zi?l = —— a1 — —QZQ—I——F
m m m
{ T2 = kxy
1
\ Yy = E L2
Usando notacao matricial :
b _ 1 1
T = m mle+ || F
k 0 0
y=10 ﬂ x
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Exemplo 30 Sistema mecanico de translacdo

U1

D

Sinal de entrada : F' (Forga)

Sinal de saida : y; (Posicdo da massa m;)
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_ = Numero de elementos armazenadores de energia

independentes.

S
|
S

Neste exemplo :
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Grafo

bo
Um2 Umi
ko
F @ Mo mi1 by k1
Figura 14: Grafo orientado.
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Equacdes dos Nés Fro 4 Fpo + Flo = F

Fro 4 Fpo = Frp1 + Fp1 4 Fia

Equacoes das Malhas :  vgo = vpo
Vg2 + Um1 — Uma = 0

Um1l = Up1 = Vg1
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Passo 1 : Escolher as varidveis de estado

T1 = Umi (Velocidade da massa 1)
T2 = Um2 (Velocidade da massa 2)
T3 = I (Forca na mola 1)
Ty = Fo (Forca na mola 2)

Passo 2 : Escrever as equacoes dos elementos armazenadores de energia
em funcdo dos estados.
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Para a massa 1 escrevemos :

d
ma ?:;"1 = Fu1 (equacdes dos Nos)
= Fo + Fyo — Fyp1 — Fr (equagdes dos atrito)
= Fio + by vpa — by vp1 — Fliq (equagdes das Malhas)

= Fio 4+ bo ( — Um1 + Vm2) — b1 U1 — Fia

Introduzindo as variaveis z;

m1:b1:x4—1—b2(—331+a?2)—blxl—xg

Portanto :

by +0b b 1 1
mi ma mi mi

T1 =
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Para a massa 2 escrevemos :

dvp, ~ .
Mo th = Fino (equagbes dos Nos)
= —Fpo— Fio+ F (equagdes dos atrito)
= —byvps — Fio + F (equagbes das Malhas)

= —bo (— V1 + Um2) — Fro + F

Introduzindo as variaveis z;

m2j32:b2331—b2332—334—|—F

Portanto :
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Para a mola 1 escrevemos :

dFyq
dt

= k1 Vg1 (equagdes das Malhas)

= kl Um1

Introduzindo as variaveis x;

r3 = k121
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Para a mola 2 escrevemos :

dFyo
dt

= ko Vg2 (equagdes das Malhas)

= ko (— Vm1 + Um2)

Introduzindo as varidveis z;

Tg = —kox1 + ko 2o

Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004



COV-758 Comunicacio e Controle 163

Sinal de saida : y=1y; (Posicdo da massa m)

Utilizando a equacao para a mola 1 :

t
Fk1:k1/ UkldT
0

t
:]{1/ UmldT
0

= k1 (y1(t) = 51(0)) = k191 = 1= . Fra
Portanto,
1
—Yy1 = — &
y=—1u y 3
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Resultado
( b1 + b2 by 1 1
Tl = — T+ —xg— —Tz+ —124
mi 1 mi 1
b b 1 1
By = — 1y — — a9 — — x4 + — F
mo mo mao mo

Zi?4 = —kz 1 —|—]€2 Lo

1

—
\y kO
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Usando notacao matricial :

[ bi1+bo b_g 1 1 7 B O 7
mi mi mi mi
ba ba 0 _ 1 1
T = ma ma mz | _|_ ma F
k1 0 0 0 0
| —ko ko 0 0 | 0
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Modelos de sistemas mecanicos de rotacao

Varidvel sequenciada :  Torque {T}

Varidvel referenciada :  Velocidade angular {w]

R t Quantidade de
Varidveis integradas h = / T dr + h(0) .
0 movimento angular
t
0 = / wdr +6(0) Deslocamento angular
0
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Inércia

Mola torsional

Atrito

d(.UJ
J—= =T
dt /
d1}
kw, = —
YR T 0
bwb:Tb

Prof. Ramon
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Exemplo 31 Sistema mecanico de rotacao

)
T

Sinal de entrada : T (Torque)

Sinal de saida : y=46; (Posicdo angular da inércia J)
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_ = Numero de elementos armazenadores de energia

independentes.

S
I
N

Neste exemplo :
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Grafo

T? 7o\, \k

Figura 15: Grafo orientado.

Prof. Ramon
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Equacoes dos Nos T, +1y+1, =T

Equacoes das Malhas : w,, = wp = wi
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Passo 1 : Escolher as varidveis de estado

T1 =Wy (Velocidade angular da inércia)

To = 1} (Torque na mola)

Passo 2 : Escrever as equacoes dos elementos armazenadores de energia
em funcao dos estados.
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Para a inércia escrevemos :

Jd;"_tJ:TJ (N6s: Ty +Tp+ T, =1T)
— T, — T, +T (Atrito : Tp, = bwy)
— —bwy —Tp +T (Malhas : wy = wy, = wy)
= —bw;—T,+T

Introduzindo as varidveis 1 e o

Jr1 = —-bxy —x0+ T

Portanto :

b 1 1
T1=——x1 — —=To+ =T

J J J
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Para a mola torsional escrevemos :

— = k wy. (Malhas : wy = wy = wy)

:ka

Introduzindo as varidveis 1 e xo

.fg = kwl
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Sinal de saida : y=460; (Posicao angular da inércia J)

Utilizando a equacao para a mola :

t
Fk:k‘/ wde
0

t
:k/ deT
0

:k(ej(t)—HJ(O)):kHJ = GJ:%Fk

Portanto, 1
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Resultado

1
\ y—%xg
Usando notacao matricial :
RN
T = _k 0 T + " T
Yy = _O ﬂaz
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Exemplo 32 Maquina fresadora
I
7 |
e
Sinal de entrada : T (Torque do motor)
Sinal de saida : w; (Velocidade do rotor J)
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_ = Numero de elementos armazenadores de energia

independentes.

S
I
N

Neste exemplo :
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Grafo

Figura 16: Grafo orientado.

* Note que a carga foi modelada por uma fonte de torque.
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Fica como exercicio
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Modelos de sistemas elétricos

Variavel sequenciada :  Corrente { ? }
Varidvel referenciada :  Tensao [U ]
t
Variaveis integradas : q= / idt + q(0)
0

t
A:/ vdr + A(0)
0

Carga elétrica

Fluxo magnético

concatenado
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. dvc
Capacitor : —— =3
P o C
dir,
Indutor : vr = [, —=2
L dt
Atrito : vp = Rip
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Exemplo 33

Ver exemplos do C. T. Chen !!!

Prof. Ramon
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Exemplo 34 Circuito elétrico

R
v
C —— Ro L E—
Sinal de entrada : V (Tens3o)
Sinal de saida : y =wvc (Tensdo no capacitor ()
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_ = Numero de elementos armazenadores de energia

independentes.

S
I
N

Neste exemplo :
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Grafo

Figura 17: Grafo orientado.

Prof. Ramon
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Equacoes dos Nos

Equacoes das Malhas
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em funcao dos estados.

Passo 1 : Escolher as varidveis de estado

(Tensao no capacitor)

(Corrente no indutor)

Passo 2 : Escrever as equacoes dos elementos armazenadores de energia

Prof. Ramon
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Para o capacitor escrevemos :

(...)
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Modelos de sistemas fluidos

Varidvel sequenciada : Vazao [ q }

Varidvel referenciada :  Pressao [p]
t

Variadveis integradas V= / qdr + V(0) Volume
0

Quantidade de
movimento de pressao

t
r,— / pdr +T,(0)
0
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Capacitancia fluida

Inertancia fluida

Resisténcia fluida

dpc
dt

dqr
Pr=1r —
I F i

Pr = Rrqr

Prof. Ramon
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Exemplo 35 Capacitancia fluida.

% Capacitancia Crp=— (Proporcional a drea A)
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Definicdo V =Cpp
~ p
Pressio no fundo do tanque : p=pgh — h = Py
onde : p = densidade do fluido
g = aceleracao da gravidade
Portanto :
A
Vedh=AL = | cp==
Py Py
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Exemplo 36

Y Inertancia

Inertancia fluida.

(Proporcional ao comprimento L)

Prof. Ramon
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valvula I

q

Exemplo 37 Sistema fluido.

Cir
. D1

Sinal de entrada

Sinal de saida

q (Vazao)

Rop

ho (Nivel do fluido no tanque 2)

<

valvula

Prof. Ramon
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_ = Numero de elementos armazenadores de energia

independentes.

S
I
o

Neste exemplo :
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Grafo
P1 I Rip P2
/o > ° >
q @ Cy Cy \ Rar
Figura 18: Grafo orientado.
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Equacoes dos Nos

Equacoes das Malhas
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L1 = PC1
L2 = PC2
o2 = (4f

em funcdo dos estados.

Passo 1 : Escolher as varidveis de estado

(Pressdo no tanque 1)

(Pressdo no tanque 2)

(Vazdo na inertancia)

Passo 2 : Escrever as equacoes dos elementos armazenadores de energia

Prof. Ramon
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Fica como exercicio...
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Sinal de saida :  ho (Nivel no tanque 2)

Utilizando a equacao para a pressao no tanque 2 :

1
pc2 = pghs = y=hy=—Dpc2
Py

Portanto, 1

Yy=—22
2
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Modelos de sistemas térmicos

(...)
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(...)
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Elementos de 2 acessos

Tipos :

e [ransformadores

e |Inversores
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Mecanico (Solenéides)
translacao - >

(Motores)

(Alavanca)

A

(Cremalheiras) (Geradores) | (Eletrohidrodinamica)

(Transformadores)

A

(Motores) (Embolos) (Magnetohidrodinamic
\4 \l
(Redutor) ()
(Bombas)
Mecsnico IR >
gojeteefed  (Turbinas)
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Transformador
® > °
(] T 0 (%))
11 0 —1/T| |2
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Inversores

Prof. Ramon
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Exemplo 38 Atuador hidraulico.
Y
Y
/\ il
[10b
PB PCr m
Rr Ip |
Bomba Cr | -

A
Sinal de entrada : pp (Pressio da bomba)
Sinal de saida : y,, (Posicdo da massa)
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_ = Numero de elementos armazenadores de energia

independentes.

S
|
S

Neste exemplo :
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Grafo
PB Igp Rr DpPc ¢ f2 Um,

pBg—B/‘ Cr E><j G m\b \k

Figura 19: Grafo orientado.

Equacoes dos Nos q1 = qRr —F> = F,,+Fp+ F%
dr = qc T+ q1
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Grafo
PB IF RF

PB +/ |
l

Equacoes das Malhas :

PB = Pr +Pr + Pc

Pc = P1 Um = U2
P1 0 1/A (%)
Inversor : =
aqi —A O FQ
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Passo 1 : Escolher as varidveis de estado

T1 = pc (Pressdo no émbolo)
T2 = (1 (Vazdo na inertancia)
T3 = U (Velocidade da massa)

ry = Fj (Forca na mola)

Passo 2 : Escrever as equacoes dos elementos armazenadores de energia
em funcdo dos estados.
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Fica como exercicio...
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1.10 Sistemas nao lineares e linearizacao

ML EM A grande maioria dos sistemas/processos sdo nao lineares .

Y Os sistemas NL s3o de dificil analise.

% Existem muitas ferramentas (eficientes) para a andlise de sistemas lineares.

% E o processo de se encontrar uma aproximacao linear para o comporta-
mento do sistema NL.
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Resultado chave :
Lyapunov mostrou (~ 1890) que
se um modelo linear é valido e estdvel nas vizinhancas de um ponto de equilibrio,

entao d uma regiao contendo esse equilibrio em que o sistema NL é estavel.
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Fato.

Cuidado!

Modelo linear
estavel

<

Sistema NL
estavel

Estabilidade local (dentro de uma vizinhanga).

A linearizacao pode eliminar amortecimento nao linear .

Prof. Ramon
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Uma representacao geral para sistemas NL :

T = f(x,u)

Uma classe de sistema NLs de particular interesse é caracterizada pelo seguinte
modelo :

T = fz) +g(z)u

% Essa classe é dita affine em u .
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Definicao.

Um sistema é dito autonomo se f(:) n3o depende explicitamente

de t, i.e., se a dinamica do sistema é dada por

&= f(z)

Em outras palavras, ©u=0.

Prof. Ramon
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_ Um estado z° é dito equilibrio (ou ponto de equilibrio)

do sistema sse

f(z®) =0
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SCEUBICRCIPA Péendulo.

EDO : JO + mlgsinf =0
r1 = 0
Estado :
To = 0
0
Eq. de estado : S
l io = —=mlgsin(z1)
)
Xy — 0

@\ Equilibrio: <

sin(x1) =0 = r] = tnm

\

Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004



COV-758 Comunicacido e Controle 221

_ Expansao em série de Taylor em torno de x°.

i

b = f(a) = f(a) + 5

Truncando a expressao,

Lembre-se que f(z°) =0 !
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Definindo-se

V= —X
of
A=2L
8513 r=x°

podemos escrever a equacao linearizada como

v = Av

Prof. Ramon
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Dado o sistema NL : T = f(xz,u)
Modelo linearizado v = Av + Bw
onde
o of
V= —X A= 2L
ox r=x°,u=u°
w=u—u’ E;::Ezi
8’& r=x°,u=u°
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Exemplo 40 Péndulo.
EDO : JO + mlgsinf =0
T1 =1
Eq. de estado : ! ’
io = —+mlgsin(zy)
0
Linearizacao em torno do ponto de equilibrio z° =0
af, Of
[ A = 5811 $21 — 0 1
Ofs  Of _mlg
T1 T2 | =0 J
@ Portanto,
. | [ 0 1]
U= o v
s
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Exemplo 41 Péndulo com atrito.

Linearizacao em torno do ponto de equilibrio z° =0

EDO : JO + mlgsinf + b0 = 0
r1 =
Eq. de estado : ! ’ ,
Ty = — 57 sin(xy) — %332 = —cy sin(x1) — coTo

ofr 9Of1 0 1
v= |3} +2 v = v
833f2 ifz ¢ —cy
1 2 =0
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Linearizacdo em torno do ponto de equilibrio z° = (7, 0)

ofi Of1 0
A — ! L2 —

Ofa  Ofa 1

L1 L2 1 x1=m,xo=0

1

Portanto,
: 0 1
v = v
C1 —C2
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Exercicio. Linearizar o sistema massa-mola nao linear abaixo

ma + kix + kox® =0

Ref.: (?)
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Contetuido

© N o 00 B2 L b=

2 Andlise da resposta transitoria

Introducao

Erro de regime

Sinais de teste tipicos
Sistema de primeira ordem

Sistema de segunda ordem

Sistema em malha fechada —
Especificacoes de desempenho

Indices de desempenho
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2.1 Introducao

e Sinais de teste

e Resposta transitéria

e Malha fechada
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2.2 Erro de regime

R(s)

Erro de rastreamento : e(t) =r(t) —y(t)

Aplicando Laplace : E(s) = R(s) —Y(s)
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Erro de rastreamento : E(s) = [1 — G(s)}R(s)

Aplicando o teorema do valor final :

e(o0) = tlggo e(t) = ll_l)I(l)SE(S)

_ ; e(00) = il_)I% S [1 — G(s)} R(s)
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2.3 Sinais de teste tipicos

e Impulso unitario

e Degrau unitdrio

e Rampa unitaria

e Sendide
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1 se t>0
0 se t<O

Transformada de Laplace : R(s) =
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t se t>0
r(t) =
0 se t<0
1
Transformada de Laplace : R(s) = —
S
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2.4 Sistema de primeira ordem
K
F | co)-

% K = ganho DC.

% T = constante de tempo.
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Solucdo analitica :

[ K 1
)= 1 -
y(t) Ts+1 8]
K K
— L= =
S s+ L

=K (1 — e(_l/T)t)

|
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% Erro de regime :  e(o0) = lim s [1 — G(s)}

s—0
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Solucdo analitica :
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% Erro de regime :

1
e(o00) = ;1_{1(1) S [1 — G(S)} 2
: K 1
= lim {1 — } —
s—0 7s+11 s

, 7s+1— K

= lim [ 5 }

s—0 TS + S

Aplicando L'Hospital :

. T
e(00) = lim [273 T 1]
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2.5 Sistema de segunda ordem

2
n

W
: G =
Forma padréo 5 = e s o

% w, = Frequéncia natural de oscilacao.

% ( = Coeficiente de amortecimento.
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3 casos distintos :

% Caso sub-amortecido : 0< (<1
% Amortecimento critico : (=1
% Caso super-amortecido : ¢>1
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Solugdo analitica (caso sub-amortecido)

_ -1 wy, 1
y(t) = £ [(SQ—I—QCwns—I—w%) s]

—1— et sin (wdt+arctan<°1_g2>>
1 — (2 G

onde : Wy = wp V1 — (2
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1.8

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 20: Resposta ao degrau unitdrio.

-~ (wp, =1)
‘ ¢ = 0.0
N —_— (=01
I ol T U N e A ¢ =0.2
B A AU =09

3 ; (=10

Script rdegrau2.m .
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% Erro de regime (¢ #0) :

1
e(oo):;i_r)r(l)s{l—G(s)}g
o2
T
ey s?2 4+ 2Cwp s + w?
@
W
=0
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2.6 Sistema em malha fechada

V@

H(s) |«
FT em malha fechada :
Y (s) B G
U(s) 1+GH
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B K(Tbls + 1)(Tb28 -+ 1) “e (TbmS + 1)
sV (1y, 5+ 1) (Tays +1) - (T, s+ 1)

* K = ganho DC.

% T7; = constante de tempo.

% N define o tipo do sistema.
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2.7 Especificacoes de desempenho

Especificacoes usuais :

e Tempo de atraso

e Tempo de subida

e Tempo de pico

e Maximo overshoot

e Tempo de assentamento
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y(t)
/-.\
\/ \/
e(t)

0.5

ta tr  1p ts t
Notacao: t; = tempo de atraso

t, = tempo de subida

t, = tempo de pico

ts = tempo de assentamento
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2.8 Indices de desempenho

% Medida da “qualidade” da resposta do sistema.

Espaco de

funcoes

e(t)

Prof. Ramon
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ISE:/ e dt ITSE:/ te? dt
0 0

IAE:/ | dt ITAE:/ el dt
0 0

* Se e(t) A0 = Indice — oo.
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Exemplo 1 Andlise utilizando Matlab/Simulink

Vide exemplos do livro texto (Ogata, 1997):
e Exemplo 4-4, pagina 162

e Secdo 4-5, pagina 178
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3 Introducao a estabilidade

Conteluido _ —

1. Introducao
2. Estabilidade entrada/saida

e Defini¢bes: [Sinal limitado] [Estabilidade BIB()] — D O
e Teoremas: [FEstabilidade BIBO] [Respqsta egime | |[H ”BIB%] -

3. Estabilidade interna

[
S
*
)

e Definicdes: [Ponto de equilibrio] [Ektapilidade Lygpunov]

e Teoremas: [Estabilidade marginal] | |Estabilidade assintdtica]

4. Método de Lyapunov
e Teoremas: [F]| [FA]
e Exemplos: [1] [2] [3]
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3.1 Introducao

Resposta de um SLIT
y(t)

% Estabilidade é uma propriedade fundamental para qualquer sistema.

_ A resposta de um SLIT pode ser decomposta como

Resposta com
z(0) =0

Resposta com
u(t) =0

Prof. Ramon
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% Podemos estudar a estabilidade de cada resposta separadamente:

Estabilidade BIBO } —> para resposta com z(0) =0

Estabilidade marginal
—>  para resposta com u(t) =0
Estabilidade assintética
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3.2 Estabilidade entrada/saida

g(t) = resposta ao impulso.

Figura 21: Resposta com estado nulo.

Y
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A resposta € dada pela convolucao :

% A convolucao é comutativa .

% ¢(t) = resposta ao impulso aplicado em ¢t = 0 com z(0) = 0.

Prof. Ramon
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_ (Sinal limitado)

Um sinal z(t) é dito limitado ou bounded se existe uma

constante z,, tal que

12(t)]| < 2z < 0

Prof. Ramon
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| Definicdo| (Estabilidade BIBO)

Um sistema é dito BIBO estavel se, para toda entrada limitada, a

saida é limitada.

\[S=MN | embrar que as c.i.'s sao nulas !
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Teorema. (BIBO estabilidade)

BIBO estabilidade < ¢(t) absolutamente integrédvel .

% g(t) abs. integriavel = / lg(t)|dt < M < o
0
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Teorema.

(Resposta em regime)

Se um sistema com resposta ao impulso g(t) é BIBO estavel,

entao :

* G(0) = ganho DC.

lim y(t) = G(0)a

t—00

lim y(t) = |G(jwp)| sin (wot + fase [G(jwo)])

t— o0

Prof. Ramon
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Teorema.  (Funcao de transferéncia BIBO)

Um SLIT com fung¢do de transferéncia G(s) é BIBO estével

sse todos os pdlos de G(S) tém parte real negativa .

BIBO estavel <«  Re{pdlos} < 0
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(...)

3.3 Estabilidade interna

Sistema :

z = f(x)

% Entrada u(t) =0 .

% Hipdtese : f(0)=0.

Prof. Ramon
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_ (Ponto de equilibrio)

x° é um ponto de equilibrio de & = f(x) sse

f(z®) = 0.

Também denominado ponto singular ou ponto critico .
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_ (Estabilidade Lyapunov)

sentido de Lyapunov se

Ve >0

40 > 0

tal que

O ponto de equilibrio z° de & = f(x) é estavel no

|2z(0) —z°|| <6 =

|z(t) —2°|| < e

Raciocinio d/e.

vt > 0.
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Exemplo 1

Oscilador harmonico

: 1 2
€Tr =
-2 -1
~ , 2 2 _
Equacao caracteristica : s“+w =0
Autovalores : A\ = V3i ,
Ay = —V31
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% Este sistema tem um dnico equilibrio z° = 0.

% Usando a definicdo, verifica-se que x° é estavel .

% Neste caso, diz-se que o sistema é estavel .
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Figura 22: Plano de fase.
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1.5 T T T T

0.5

Figura 23: Resultado de simulacao usando MATLAB.

15

(Script: figl.m )
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Teorema. | (FEstabilidade marginal)

O sistema © = Ax é marginalmente estavel sse d\;(A) tal que

(1) Re(Ai(4)) =0

(2) o bloco de Jordan associado é de la. ordem.
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Exemplo 2

8

I
o o o
o o o

-

8

% A matriz A possui 3 autovalores : A = {O, 0, —1}.
% Todos os autovalores s3o simples —> blocos de Jordan de 1a. ordem.

* O sistema é marginalmente estavel .
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Exemplo 3

% A matriz A possui 3 autovalores :

Y O sistema é instavel .

1 0
0O 0 |«x
0 —1_
A= {0, 0, —1}.

Y O autovalor 0 tem bloco de Jordan associado de 2a. ordem.
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_ (Estabilidade assintotica)

O sistema & = Az é assintoticamente estivel sse Re();(A)) < 0.
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- Estabilidade assintdtica = estabilidade BIBO.

- Estabilidade assintdtica <~ estabilidade BIBO.
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3.4 Meétodo de Lyapunov

/7

% E um método geral para analise de estabilidade.

% Aplica-se a sistemas continuos e discretos.

% Aplica-se a sistemas lineares e nao-lineares.
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Teorema. (Estabilidade)

O ponto de equilibrio z° é estavel (E) se existir uma fun¢do V(x) tal que

\[CIEM A funcdo V(x) é denominada Func¢3o de Lyapunov .

\CI=EMM A funcdo V(-) satisfaz quase todas as propriedades de uma norma .
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% V(x) pode ser vista como a distdncia de z(t) do equilibrio.

* V(a:) < 0 assegura que essa distancia nao esta aumentando.
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_ (Estabilidade assintotica)

Se

(4) V(z) <0

entdo a solugcdo é assintoticamente estavel (AE) .

V(z) < 0 assegura que a distancia esta diminuindo.
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Importante :

% A dificuldade do método de Lyapunov é achar V' (x).

% No caso de sistemas lineares esta busca é relativamente mais simples.

Basta escolher uma forma quadratica em x.

Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004



COV-758 Comunicacao e Controle

282

SEuINA Considere o sistema de primeira ordem
T = ax
o 72
Escolhemos a funcao de Lyapunov : V(z) = 5
. : oV dx ,
Derivando : V=——" =i =azx?
Ox dt
Portanto :  condicao para E a<0
condicdo para FA a <0
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SEuICN Considere agora um sistema de ordem n
T = Ax
Escolhemos a funcio de Lyapunov : Vig)=2'Pz |, P=PT>0
Derivando : V =2 Pi + 327 Px
= 2T PAx + (Ax)! Px
=z’ (PA+A"P) 2 =—2"Qu
-Q
Portanto :  condicdo para E Q=0Q">0
condicdo para FA : Q=0Q">0

Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004



COV-758 Comunicacao e Controle

284

SC[NN Para o sistema linear descrito por

: 0 1
T = x,
-3 -2
escolhemos a funcao de Lyapunov Viz) = ! Px , onde

Encontre um valor de @@ que permita concluir a estabilidade assintética do
sistema dado.
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Solucao.
Equacdo de Lyapunov: PA+ ATP=-Q

Substituindo valores,

a1 0 1 0 —3 o 1
PA+ATP=| ¢
* 11”—3 —2]+[1—2”1 1]
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Portanto :

Um valor de « que garante Q > 0 é : =35

Pelo lema de Sylvester , a condicao para a positividade de () é

Al =qg11=6>0
Ay =det(Q) = —a® + 10a — 13 > 0

Solucao : 5—-2V3<a<b5+2V3
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Contetuido

o W=

4 Projeto de controladores

Introducao

Exemplos preliminares
Controladores PID
Efeito do termo integral

Efeito do termo derivativo
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4.1 Introducao

(...)
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4.2 Exemplos preliminares

(...)
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Exemplo 1 Controle de nivel de tanque fechado.

+ T

U somador

valvula
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Vilvula linear q==cCu
Sensor linear y=cah
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Volume : V
Area ; A
t 1
V:Ah:/th — h=—q
0 AS

Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004



COV-758 Comunicacio e Controle 294

tanque

As

% O tanque real é finito e transborda . O modelo n3o!

* O tanque real sé pode encher . O modelo também pode esvaziar!
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Controle proporcional :

u=Ke

Prof. Ramon
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controle tanque
: q 1 : Yy
1 2
As
% Notacao mista!
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r e Y
Kclcz 1
FT d lha fechada : H(s) = =
e malha fechada (s) s Kooy p——"
A
de : =
onde T Koo

% K aumenta = 7 diminui.
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Estabilidade
K0102 1
FT d lha fechada : H{(s) = =
e malha fechada (s) Ao+ Keios —
Condic3o para estabilidade assintética: K >0
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s—0

e(00) = lim s [1 _ H(s)} R(s)

No sistema em questao :

e(00) = [1 _ H(O)] =0
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Exemplo 2 Controle de nivel de tanque aberto.

+ T

U somador

valvula
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Equacdo dos Nés : ¢ =dqdc T 4r

Aplicando Laplace :
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tanque
r U R 1 h Y
C1 C2
RCs+1 0g
Cl1 — Cp — 1
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Controle proporcional :

u=Ke

Prof. Ramon
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r Y
>{ 4 —
KR 2
FT de malha fechada : H(s) = PI e =
RCS+1+E T7s+ 1
onde : T = RCpg o — KR
pg+ KR pg+ KR
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Estabilidade
KR
FT de malha fechada : H(s) = P9
(5) RCs+1+4 &£
P9
KR
Condicao para estabilidade assintodtica: 1+ —>0
Py
Py
lhor : K> ——7
ou melhor I
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e(00) = lim s [1 _ H(s)] R(s)

s—0

No sistema em questao :

e(00) = [1 —H(O)] — 1k

KR
pg+ KR

onde : k =

*x Se K- = e(o0)—0

Prof. Ramon [indice] [14:28] 19 de Agosto de 2004



COV-758 Comunicacido e Controle 307

% K grande = Erro de regime pequeno.

% K grande + saturacdo => Vdlvula opera em regime ON/OFF.
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4.3 Controladores PID

% A grande maioria dos controladores industriais € do tipo PID.

% Atualmente, todos os PID’s sao implementados digitalmente .

- (1) Simplicidade de sintonia

(2) Bem conhecido pelos técnicos
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Y Versao académica.
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Td S

Figura 24: Diagrama de blocos do PID versao académica.

_ : K — ganho proporcional

T; — tempo integral ou de reset
T,; — tempo derivativo
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O termo derivativo pode ser escrito como:

Tqe = Td(uc - y)
. Nos sistemas controlados por computador o set-point

u. € descontinuo.

Portanto, o sinal . pode conter impulsos .

- . Eliminar o sinal %, da sinal de comando, i.e.,

Tge — —Tuy
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:

Substituicao do termo Tys.

A varidvel y é usualmente medida com ruido.

O termo derivativo —7T,;9 n3o pode ser diretamente

implementado devido aos problemas de amplificacao do ruido .

- . Na pratica utiliza-se a aproximacao :

TdS

TdS%—l_'—%

onde N é um parametro na faixa [3,20].

Prof. Ramon
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Note que,

T N
%:N—_}N quando w — OO
1‘1‘7 m—l—l

Quer dizer, N é o limite de amplificacdo do ruido .
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_ . Reducao do termo proporcional.

MEGLIEIER ' Em certas aplicacoes um erro proporcional e = u,. — y

muito grande pode causar owershoot inaceitavel.

- : Reduzir o erro proporcional introduzindo-se o parametro b, i.e.,

Ue—Y —  buc—y b<1

% O parametro b diminui o efeito de variacoes bruscas de ..

% O erro de regime deve ser compensado pelo termo integral.
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Uma versao pratica do PID é :

1 T,
u=K |bu. —y+ —e — a-

Tis 1—|—%y

% Existem muitas outras variantes que nao serao discutidas aqui.
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4.4 Efeito do termo integral

(...)
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Exemplo 3

(...)

Efeito do termo integral.

v
k
VNV V— F
.0 (L
ul

Figura 25: Sistema massa-mola-atrito.
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4.5 Efeito do termo derivativo

(...)
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Exemplo 4

(...)

Efeito do termo derivativo.

v
k
VNV V— F
.0 (L
ul

Figura 26: Sistema massa-mola-atrito.
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