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Pré-requisitos

Y Sistemas Lineares |
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Objetivos do curso

% Estudo de ferramentas e métodos para andlise de sistemas lineares
invariantes no tempo.

Y Enfase em sistemas discretos.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 5

Descricao do curso B

- - Sistemas continuos _

Revisdo: Sistemas lineares [
Representacao no espaco de gstada
Realizacao de funcoes de transferéncia
Linearizacao
Solucao da equacido de estado

Revisao: Algebra linear

Andlise s T L —

© N oo 00 B2 L bdh =

. Solucao numérica de EDOs
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8.
9.
10.
11.
12.
13.

Sinais e sistemas discretos no| t

Amostragem de sinais continuic
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Transformada Z
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Duracao do curso

Inicio : 02/ago
Término : 10/dez

Y 75 horas-aula

Prof. Ramon
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Plano de aulas simplificado

Parte I - Sistemas continuos

1. Revisao: Sistemas Lineares ........................... 1 aulas
2. Representacao no espacodeestado ................... 5 aulas
3. Realizacao de funcoes de transferéncia ................ 5 aulas
4. Revisao: Algebra Linear ....... ... .. ... .. 2 aulas
5. Solucdo da equacdodeestado ........................ 5 aulas
0. Andlise ... .. ... ... 10 aulas
7. Simulacao de sistemas dindmicos ..................... 5 aulas

TOTAL : 33 aulas

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Plano de aulas simplificado

Parte II - Sistemas discretos

1. Sinais e sistemas discretos no tempo .................. 5 aulas
2. Equacoes adiferencas ............. ... ... 5 aulas
3. Revisao: Transformada de Laplace .................... 2 aulas
4. Transformada Z ... ... ... ... . . ... L. 5 aulas
5. Analise de sistemas lineares discretos ................ 10 aulas
6. Transformada de Fourier ............................. 5 aulas
7. Transformada discreta de Fourier (DFT) .............. 5 aulas
8. Fast Fourier Transform (FFT) ........................ 5 aulas

TOTAL : 42 aulas

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Em resumo ...

Pouco tempo pra brincadeira !

Prof. Ramon
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Exercicios & trabalhos

Durante o curso os alunos receberao:
e 0 listas de exercicios

e 2 trabalhos/projetos

% Poderao requerer a utilizacao do pacote MATLAB e seus toolboxes.

% Nao serao considerados para avaliacao.

Os aluno serdo poupados da tarefa de copia-los.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 12

Avaliacao

% Serdo aplicadas 4 provas .
% Todas as provas sao sem consulta .
% Para aprovacao no curso o aluno devera ter média final > 5 .

Y Sera dada uma dnica 2a. chamada no final do curso com toda a matéria .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Datas das provas
Prova Peso Data
1a. 1 | 08/set/2004
2a. 1 04 /out/2004
3a. 1 /nov /2004
4a. 1 /dez /2004
2a. cham. 1 /dez /2004
Periodo letivo : 02/agosto a 10/dezembro

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Livros textos

[1] C. T. Chen,
Linear Systems Theory and Design ,

3rd Edition, Oxford , 1999.

[2] K. Ogata,
Modern Control Engineering ,
3rd Edition, Prentice Hall , 1997.

[3] B. C. Kuo,
Automatic Control Systems ,

7th Edition, Prentice Hall , 1995.

[4] A. Oppenheim & R. Schafer,
Discrete Time Signal Processing ,
Prentice Hall , 1989.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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Bibliografia complementar

[1] Paulo S. R. Diniz & Eduardo A. B. da Silva & Sergio L. Netto ,

Digital signals processing: system analysis and design ,

Cambridge University Press , 2002.

[2] J. Proakis & D. Manolakis,
Digital Signal Processing ,

Prentice Hall , 1996.

[3] Oppenheim & Willsky ,
Signals and Systems ,
2nd Edition, Prentice Hall , 1997.

[4] H. Waldman & Kapelusz,
Processamento de Sinais Digitais , 1987.
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Bibliografia complementar

[5] Karl J. Astrom & Bjorn Wittenmark |,
Computer Controlled Systems ,

3nd Edition, Prentice—Hall , 1997.

[6] Gene Franklin & J. David Powell & Michael L. Workman ,
Digital Control of Dynamic Systems

Addison—Wesley , 1990.

[7] Charles L. Phillips & H. Troy Nagle ,
Digital Control Systems Analysis & Design ,
3rd Edition, Prentice—Hall , 1995.
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Bibliografia complementar

[8] B. C. Kuo,
Digital Control Systems ,

Saunders , 1992.

[9] C. T. Chen,
Analog & Digital Control System Design ,

Saunders , 1993.

[10] K. Ogata,
Discrete Control Systems ,
2nd Edition, Prentice—Hall , 1995.
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Resumo do conteudo do curso

ok W b=

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Conteluido

1 Revisao: Sistemas Lineares

N o o & b=

Introducao
Equacdes diferenciais ordindrias (EDC
Resposta ao impulso

Transformada de Laplace

Funcao de Transferéncia

s)

Diagrama de blocos _

Exercicios
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1.1 Introducao

u

O—>
Entrada

Sistema

>

Saida

_ . algo com terminais de entrada e saida.

Prof. Ramon
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Lineares Nao lineares
Continuos Discretos
Invariantes Variantes no tempo
SISO MIMO
Deterministicos Estocasticos

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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% Sistemas lineares invariantes no tempo (SLIT) .

% Sistemas discretos lineares invariantes no tempo (SDLIT) .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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SEPICMA Sistema discreto (ou melhor, digital)

Processo

Figura 1: Sistema discreto.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Motivacao

% Controlar um sistema significa impor certas propriedades aos seus sinais
de saida como, por exemplo, overshoot.

% A entrada ¢ o sinal que pode ser livremente manipulado.

7/

% E necessario um modelo do sistema para se poder calcular o sinal de con-
trole necessario para se impor as propriedade desejadas a saida.

% Estratégias adequadas de controle permitem obter bom desempenho
mesmo com um modelo impreciso do sistema.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Um sistema é definido matematicamente como uma transformaciao ou operador :

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Sl |ntegrador

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Conside 2 sinais de entrada distintos :

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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_ (Aditividade)

T{a1(t) +aa(t) | = T{ar(0) | + T{aa(t) } = () + 320

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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_ (Homogeneidade)

T{aa:i(t)} = aT{azi(t)} = ay;(t)

Combinando-se estas 2 propriedade, tem-se o ...

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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T{axl(t) + bxg(t)} — ayi(t) + bya(t)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Propriedade  (Linearidade)

A classe de sistemas que satisfaz o principio da superposicao é dito linear .

% Nos sistemas dindmicos , a resposta a condicao inicial também deve
satisfaz o principio da superposicao.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 3 Duplo integrador.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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E fcil verificar que se para w1 (t), v1(0) e y1(0) :

:/ (/Otul )dr + v1(0 ))dC+y1(0)

e para us(t), v2(0) e y2(0) :

entao

y1 () + ya(t) = / ( / s (7) + ua(r)]dr + [02(0) + v2<o>}) 4¢ + [y2.(0) + 12(0)]

Y O sistema é linear.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 4 Sistema nao-linear.

Oscilador de Van der Pol :

j— =05 +y =0

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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_ (Invariancia no tempo)

Um sistema é dito invariante no tempo se, VT,

a entrada r1(t) = 2(t —7)

produz a saida y1(t) = y(t —7)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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SENPIR  Sistema invariante.

u(t) y(t)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Propriedade  (Causalidade)

Um sistema é dito causal se a sua saida atual depende somente das entradas
atuais e passadas, i.e., ndo depende das entradas futuras.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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SEULICNN  Sistema nao causal.

——>| Sistema |——

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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SEnPIWA  Sistema diferenciador.

x(t)

% A diferenciagdo (on line) n3o é uma operacdo causal.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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SR  Sistema nado causal discreto.

ylk] = 0.2y[k — 1] + 0.5 y[k — 2] + ulk] — ulk + 1]

% Exemplo de uma equacdo a diferencas (equacdo recursiva).

% A saida atual depende do valor futuro do sinal de entrada ulk + 1].

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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¥
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Y
Y

>> <K
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1.2 Equacdes diferenciais ordinarias (EDO)

Forma geral :
d™y dr 1y dy d™u du
i) B -7 — b - ... b — 1}
ngpn T Ot gt T Gy A0y = O g e Oy T o

Y EDO linear de ordem n.

* Causalidade < n>m

% Modelo temporal .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Operador diferencial

Definicao p=—

Notacao simplificada :

(anp" + a1 p" o ap+ ao)y(t) =

ou melhor,

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 9 Sistema mecanico massa-mola-atrito.

Yy
k u
WWN— m ——
b

A posicao da massa m é descrita pela EDO de 2a. ordem

my+by+ky=u

onde : M = massa
b = coeficiente de atrito
k = constante de mola

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Usando o operador diferencial :

(mp2+bp—|—l<:)y:u

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 48

1.3 Resposta ao impulso

% Modelo temporal : g(t) = resposta ao impulso.

Figura 2: Resposta com condicOes iniciais nulas.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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A resposta a uma entrada u(t) é dada pela integral de convolugdo

% ¢(t) = resposta do sistema com condi¢Ges iniciais nulas a um impulso
aplicado em ¢t = 0.

% A convolucao é comutativa : y(t) = g(t) xu(t) = u(t) * g(t)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 10

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

-0.05
0

Sistema mecanico massa-mola-atrito.

Figura 3: Resposta ao impulso. Simulacdo usando Matlab.

Script rimpulso.m .

Prof. Ramon
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1.4 Transformada de Laplace

% Util na solucdo analitica de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs).

% Reduz uma EDO (no dominio temporal) a uma equacg3do algébrica
(no dominio complexo).

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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% s = variavel complexa .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 11 Funcao exponencial.

0 se t <0
f(t) =

ke % se t>0

Transformada de Laplace : F(s) = [,[k e_at}

:/ ke e 5t dt

0

:k/me*ﬁ@%ﬁ
0

k
S+ a

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43]
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(1) Llaf®)] =aLf@®)]

(2) LIA® + £0)] = £[a0)] + £ £0)

% A Transformada de Laplace é linear .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]

[14:43]
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Teorema (Diferenciacao)

* F(s) = ﬁ[f(t)]

% f(0) éa condicdo inicial de f(t).

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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- (Integracao)

L [/f(t) dt] SR AL

S

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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- (Valor final)

lim f(¢) = lim sF(s)

t— 00 s—0

* S se aplica se tlim f(t) existir .
— OO

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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- (Convolugao)

L{A1(6) # o(8)| = Fi(s)a(s)

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]
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1. Determinar a expansao em fracoes parciais

2. Consultar tabelas de transformadas

1. Usar o MATLAB

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]
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F=B8)_ _n_ " ™
A(s)  s+p1 s+ S+ Pn
% 7r; = residuos .
* p; = polos .
% O caso geral envolve pdlos miltiplos .
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte II] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Tabela

(Vide Ogata. pag. 22 e 23)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 12 Transformada de Laplace usando MATLAB.

Encontrar a transformada de :

-: >> syms t s a k

>> f = kxexp(-ax*t);
>> F = laplace(f)

k/(s+a)

>>

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Anti-transformada de Laplace usando MATLAB.
Encontrar a anti-transformada de :
k
Fls) = (s +a)?

-: >> syms t s a k

>> F = k/(s+a) " 2;

>> f = ilaplace(F)

f =

kxt*xexp (-a*xt)

>> _

Prof. Ramon [Parte I] [Parte II] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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1.5 Funcao de transferéncia

Considere uma EDO :

W—f—%—al%Jraoy—bmdt—er +b1dt+b0u

- . Todas as condicoes iniciais sao nulas.

Aplicando-se a Transformacao de Laplace em ambos os lados,

[s”+---+a18+ao]Y(s) = {bmsm+---+bls+bo]U(s)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Defini-se a Funcao de Transferéncia como :

* Modelo frequencial .

Y(5)  bps™+by_18™ 4o+ bis+ by
G(s) = = —
Ul(s) s+ ap_18" L4+ -+ ais+ ag
% Ordem n.
Y Causalidade < n>m

Prof. Ramon
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Notacao simplificada :

Figura 4: Funcao de transferéncia.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Y Pode ser encontrada na literatura.

., : : ., d
% A varidvel s deve ser interpretada como o operador diferencial p7e

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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% Funcao racional em s.

* G(s) sé depende do sistema.

* G(s) sé é definida para SLITs.

% O conhecimento de G(s) permite calcular y(t) para qualquer sinal u(t).

* G(s) pode ser determinada experimentalmente .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 14

Aplicando Laplace :

Portanto,

Sistema massa-mola-atrito.

§+ 2y + 3y = u

s’Y +2sY +3Y =U

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ] [14:43]
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Exemplo 15 Funcoes de transferéncia usando MATLAB.

>> num = [1]; %» polindmio numerador
> den = [ 123 1]; % polindémio denominador
>>

>> G = tf (num,den)

Transfer function:

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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1.6 Diagramas de blocos

Servem para :

% Visualizacao de sistemas complexos .
% Visualizacao de conexodes e fluxos de sinais .

_ . Setas/sinais

Somadores

Ganhos/FTs

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 16 Sistema em malha fechada.

H{(s)

A

Figura 5: Diagrama de blocos de sistema em malha fechada.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Determinacao da FT em malha fechada :
Do diagrama tiramos :
y==Ge
e=u—Hy
Eliminando o erro e :
Y = G(u — Hy)
=Gu—GHy
Portanto :
y(s) G
1 GH) — G N _
( T Y “ u(s) 14+ GH

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 17 Sistema em malha fechada.

&
—~
V)
~—
A

V@

* r=Gie— Hyy

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Determinacao da FT em malha fechada :

A

V@

=

—~

Z
A

* =G, (e—%y)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Determinacao da FT em malha fechada

A

Y

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Determinacao da FT em malha fechada :

y(s) _ G1(s) Ga(s) Gs(s)
u(s) 14 Gi(s) Ga(s) Hi(s) + Ga(s) Gs(s) Ha(s)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 18 Usando MATLAB/Simulink.

1
s+5
H1(s)

Figura 6: Diagrama de blocos em Simulink.  Model dblocos.mdl .
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Script para obter a FT em malha fechada ( diag_blocos.m ) :

e
T

%» Exemplo: Diagramas de blocos

o
e

open_system(’dblocos’);
[A,B,C,D] = linmod(’dblocos’); Y’ retorna o modelo de estado
g = ss(A,B,C,D);

h = tf(g)

close_system(’dblocos’);
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Resultado :

>> diag_blocos

Transfer function:
s™2 + 9 s + 20

s”5 + 15 874 + 85 873 + 227 872 + 287 s + 137

>>
>>
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(glxg2xg3) /(1 + gl*g2*xhl + g2*g3+*h2);

minreal (H)

Script ( verifica.m )

Verificacao
gl = tf(1,[1 11);
g2 = tf(1,[1 2]);
g3 = tf(1,[1 3]);
hi = t£(1,[1 5]1);
h2 = tf(1,[1 4]);
H =

% solucdo apdés todos os cancelamentos

Prof. Ramon
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Resultado

>> verifica

Transfer function:
s™2 + 9 s + 20

s”5 + 15 874 + 85 873 + 227 872 + 287 s + 137

>>
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2 Representacao no espaco de estado

Contetuido

Introducao B
Exemplo preliminar
Exemplo preliminar 2
Diagrama de blocos

Exemplos com Matlab/Simulink

A A S

Exercicios - = = =

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 87

2.1 Introducao

- O aluno estd familiarizado com as representacoes matematicas

% Resposta ao impulso (ja visto em SL-I)
% Equacdo diferencial ordinaria (EDO)

% Funcao de transferéncia

_ Vamos introduzir a representacao de SLIT's por

v Variadveis de estado

_ Obtencao da representacao de estado a partir da EDO.
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2.2 Exemplo preliminar
Exemplo 1 Sistema mecanico tipo massa-mola-atrito.

Y
k u
VWV m e
b
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Modelo : EDO de 2a. ordem

y+2y+3y =u

Sistema mecédnico : ¢ = aceleracao
1y = velocidade e

y = posicao da massa
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EDO de la. ordem
1 EDO de 2a. ordem —>

EDO de 1la. ordem
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Introduzimos novas variaveis

ZCQZQ

Neste caso : x; = posicao
To = velocidade da massa

Derivando-se 1 e o

Ty =Y
= -3y —2y+u
= —3x1 — 229 +u
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Portanto, a EDO de 2a. ordem pode ser reescrita como

j31:$2
j?g :—35131 —QZCQ—i—u
Y=

% As equacoes acima formam uma representacao de estado .

Y As varidveis 11 e x5 sao os estados .
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O sistema de equacoes

$.1:.2132
Ty = —3x1 — 229 + U
Yy=aI

onde

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Introduzindo as matrizes

_O 1_ _O_
A= B =

_—3 —2_ _1_
<[ o b-[o

tem-se a forma matricial para a representacao de estado

& = Az + Bu
y=Cx+ Du
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Importante :

% A representacao de estado de um SLIT ndo é dnica .

% A escolha das variaveis de estado 21 e x5 foi arbitraria .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 96

Exemplo 2 Mesmo sistema massa-mola-atrito.

Escolhemos : -

Derivando-se ;1 e Zo

Qflz—y
= —X1 — I9
To=yY+Y

=g+ (-3y—2y+u)=—-2y—(y+y) +u

:2i1—a~32+u
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A representacao do sistema passa para

. -1 -1 0
Tr = T + U
2 =1 1
Yy = [—1 0} T
onde o
. T1
x:
X2
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_ O estado T é obtido a partir de uma transformacao linear sobre x :

L1 = —Y = —I

To=Y+1yY=1x1+ T

Usando notacao matricial, tem-se

8
|
~
8
I
8
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Condicoes iniciais

A solucao da EDO
y+2y+3y=u

requer o conhecimento das condi¢es iniciais y(tg) e y(to).

Para a solucdo das equagdes de estado (em x) é necessario o conhecimento de
z1(to) = y(to)
z2(to) = 9(to)

Para a representagdo equivalente (em ), a condicao inicial é

Z1(to) = —y(to)
T2(to) = y(to) + y(to)
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Definicao

Definicdo. . (FE'stado)

O estado em t =ty de um sistema de ordem n é o conjunto de n
valores x1(tg), -+ ,xn(to), que juntamente com o sinal de entrada
para t > tg, é suficiente para determinar todo o comportamento do

sistema para t > 1.
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2.3 Exemplo preliminar 2

SCEPIRE \Vamos considerar agora um SLIT descrito por

U+ 2y+ 3y =u-+u

% 1 nao deve aparecer na representacao de estado

Escolhemos as seguintes variaveis :

L1 =Y

% Essas varidveis podem nao ter significado fisico.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43]
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Derivando-se x1 e x5, obtemos
.Ct‘l = y =29 + U

Fy = — 1
= -3y —2y+u
= —3z1 — 2(x2+u) +u

% x5 foi escolhida de modo que 9 =9y — —> elimina .

Resultado : ¢ - - L
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2.4 Diagrama de blocos

. = Ax + Bu
Representacao de estado :
y=Cx+ Du
D

8 O

A

Figura 7: Diagrama de blocos.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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% O diagrama de blocos utiliza somente as operacoes permitidas.
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2.5 Exemplos com Matlab/Simulink

Equacdes de estado usando MATLAB /Simulink.

Sistema massa-mola-atrito : 4

=N
|
&8
+
=~

Sistema massa-mola-atrito : ¢

v=]1 o)a+[o]u
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< >
Scopel Scope
. X' = Ax+Bu
OQ—— 8 —1—@
u y
Planta
—P U —P Y
returnl return

Figura 8: Diagrama de blocos em Simulink.  Model modelo.mdl .
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Script simul.m

%» Resposta do sistema massa-mola-atrito a uma condigdo inicial

A =1[01; -3 -2]; % matrizes
B = [0; 1];

c=10[10];

D = 0;

x0 = [1 0]; % condigdo inicial

tfinal = 8;

sim(’modelo’ ,tfinal)

plot(y,’Linew’,2.5); grid on; shg
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Resultado

1.2

500

1000

1500

2000 2500 3000

Figura 9: Resposta a condicao inicial.

3500 4000 4500

Script simul.m .
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Script simu2.m

%» Resposta do sistema massa-mola-atrito a uma condigdo inicial

A =1[-1-1; 2 -1]; % matrizes do sistema transformado
B = [0; 1];

C = [-1 0];

D = 0;

x0 = [-1 1]; % condicgdo inicial

tfinal = 8;

sim(’modelo’ ,tfinal)

plot(y,’Linew’,2.5); grid on; shg
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Resultado

1.2

500

1000

1500

2000 2500 3000

Figura 10: Resposta a condicao inicial.

3500 4000 4500

Script simu2.m .
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Equacdes de estado usando MATLAB /Simulink.

Sistema massa-mola-atrito : £

% Simulacdo alternativa do mesmo sistema utilizando bloco integrador.
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—P U
To Workspace

X —» Y
To Workspace2 To Workspacel

u
@— : e
S
u y
Integrator
t
Gain
Clock To Workspace 3

Figura 11: Diagrama de blocos em Simulink.  Model modelol.mdl .

% Note a utilizacdo do bloco Clock para obter a varidvel tempo.
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% Maior controle sobre a integracao numérica.

v Acesso ao estado.
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Script simu3.m

%» Resposta do sistema massa-mola-atrito a uma condigdo inicial

A =1[01; -3 -2]; % matrizes

B = [0; 1];
c=1[10];
x0 = [1 0]; % condigdo inicial

open_system(’modelol’);
set_param(’modelol’,’MaxStep’,’0.017)
tfinal = 10;

sim(’modelol’ ,tfinal)

plot(t,x,’Linew’,2.5); grid on; shg
close_system(’modelol’);
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0.8

0.6

041

0.2

Figura 12: Resposta a condicao inicial.

Script simu3.m .
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% Para SLITs de ordem elevada o procedimento descrito pode resultar bastante

trabalhoso.

% Método sistematico : utilizacdo de formas candnicas .

% Vamos determinar a Funcao de Transferéncia de um SLIT dado por uma
representacao de estado.
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Escolha
de

Estado

Formas
Candnicas
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3 Realizacao de funcoes de transferéncia

Contetuido

1. Funcao de transferéncia (FT)

2. Formas canonicas
e Forma canodnica controlavel

e Forma canonica observavel —

3. Transformacao de coordenadas

4. Exemplos HEENE L L

5. Exercicios
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3.1 Funcdo de transferéncia (FT)

Considere novamente a representacao de estado

Tz = Ax + Bu
y=Cz+ Du

Estamos interessados em determinar a FT
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Aplicando Transformada de Laplace :

o
>
O
|
I
>
=
T
vy
J
@

Portanto,

sX(s) — AX(s) = BU(s)

(s — A)X(s) = BU(s) = X (s) = (sI — A)"'BU(s)

Y(s)=CX(s)+DU(s) = Y(s) = C(sI — A)"'BU(s) + DU(s)

A FT procurada é : g(s) = =C(sI —A)'B+D
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SEPPIGME Seja 0 modelo de| estado (vide Exemplo preliminar 2)

T = €T + U

g(s) = {1 O] s —
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A = det

_ Inversa de uma matriz 2 x 2

1 d —b
Al ¢ a
a
= ad — bc
C d

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

124

Calculos :

g(s)

1 0 0 1
I
0 1 -3 -2
__ ___1__ -
S —1 1
1 o)
3 s+ 2 —1
1 {1 ] s+2 1
s?+2s+3 0 3 g
1 { } 1
2+ 95+3 s+2 1 i
s+ 1 -
§2 4+ 25+ 3

Prof. Ramon
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SCleWA Usando Matlab.

Considere o mesmo sistema do exemplo anterior :

Tr = x + U
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Script calcula_ft.m

% Determinacido de funcdo de transferéncia

= [0 1; -3 -2]; ' matrizes
[0; 11;

= [1 0];

= 0;

O Q @™ =
I

sl = ss(A,B,C,D) 7 cria o sistema sl (representacgdo de estado)

g = tf(sl) % determina a Funcdo de Transferéncia de sl
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>> calcula_ft

Transfer function:

s + 1

>>
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SEPEIGME  Usando Matlab/symbolic.
Ainda utilizando o mesmo sistema :
. 0 1 1
Xr = x +
-3 -2 —1
=[r o
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Script calcula_ft_sym.m

A =1[01; -3 -2]; % matrizes

B = [1; -1]1;

C =1[10];

D = 0;

sSyms S; %» cria varidveis simbdlicas

I = eye(2); % cria matriz identidade

g = Cxinv(s*I - A)*B + D; % calcula a Fungdo de Transferéncia

g = simple(g); % determina a forma mais simples
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>> calcula_ft_sym

>>
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3.2 Formas canonicas

% Uteis para a obtencio de uma representacao de estado de um SLIT.
Neste contexto, duas formas candnicas sao de particular interesse:

1. Forma candnica controlavel (FC Co)

2. Forma candnica observavel (FC Ob)
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Forma canonica controlavel

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
T = x + U
0 0 0 1 0
_—ao —a1 —a9 —an_l_ 1_
y=bo b by - bui|a
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Forma candnica controlavel ( forma compacta )
0 | I
T = T + U
—ag —aq —Qnp—1
Yy = [ bo b1 bn—l} T
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Forma canonica observavel

—p_1 1 0 0 bn—1
—Qp_o 0 1 0 bp—2
T = T+ (7
—a; 0 O 1 b1
—ay 0 0 o] | b
y=1[1 0 0 0|
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Forma candnica observavel ( forma compacta )

__a/n—l | _b _1_
' I
€Tr — _al X _|_ u
i —Qap 0 | - bo =
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g(s)

o o]

A FT correspondente é dada por

0 1
—Qag —ai
i 4]
1
S —
0

T +

SENIRE Seja o seguinte SLIT de 2a. ordem na FC Co

u
- —1 ~ A
1 0
—ai 1

Prof. Ramon
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Célculos :
— - — —_ _1 — -
1 0 0 1 0
g(s) = [bo bl] S —
0 1 —ag —Qai 1
— ) ) - __]_ — - ) S
S —1 0
o )
apg S+ a1 1
1 S+ aq 1 0
R —
$“ + ais+ ap —ag  s| |1
1 {b ; ] 1
24 aisdag L0 T
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Propriedade

% Os coeficientes b; e a; sao os mesmos que aparecem no numerador e de-
nominador da FT.

% Para se obter uma representacao de estado a partir de uma FT, basta o
conhecimento desses coeficientes.

* A FC Ob também tem essa propriedade.
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A FT correspondente é dada por

g(s) = [1 O}

1
0

Kk

T +

Seja o seguinte SLIT de 2a. ordem na FC Ob

Prof. Ramon
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Calculos :
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SN Encontrar um modelo de estado para o SLIT de 3a. ordem

25% +4s+ 7
9(s) = 54—
s° 4+ 658+ 11s+ 6
( o 1 ol [o
xr= |0 0 1 |z+ 0 |u
Representacao na FC Co: <
-6 —11 —6| |1
\y=[7 4 2}:1:'

—6 1 O 2
= |—-11 0 1|z+ |4|u
Representacdo na FC Ob : <
| —6 0 0 7
| Y= {1 0 O} X
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3.3 Transformacao de coordenadas

Modelo de estado :

= Ax + Bu
y=Cz+ Du

Podemos definir estados z; a partir de uma combinacao linear dos estados x;.

Isso pode ser representado por uma transformacao linear
z="Tx

onde 7' é uma matriz nao singular .
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Multiplicando a 1a. equacao por T’ :
Ty =TAx + TBu

Porém,

Eliminando a varidvel z, tem-se

3 =TAT 'z + TBu
y=CT 2+ Du
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Apds definir as matrizes

&

I |
~N

S oy

obtemos a seguinte representacao do sistema com estado z

z = Az+ Bu
y=Cz+ Du
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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(...)
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4 |inearizacao

Contetuido

1. Introducao
2. Exemplos

3. Exercicios
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4.1 Introducao

ML EM A grande maioria dos sistemas/processos sdo nao lineares .

Y Os sistemas NL sao de dificil analise.

% Existem muitas ferramentas (eficientes) para a andlise de sistemas lineares.

% E o processo de se encontrar uma aproximacao linear para o comporta-
mento do sistema NL.
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Resultado chave :

Lyapunov mostrou (~ 1890) que

se um modelo linear é valido e estdvel nas vizinhancas de um ponto de equilibrio,

entao d uma regiao contendo esse equilibrio em que o sistema NL é estavel.
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Fato.

Modelo linear
estavel

<

Sistema NL
estavel

@NELICIM Estabilidade local (dentro de uma vizinhanga).

A linearizacao pode eliminar amortecimento nao linear .
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Uma representacao geral para sistemas NL :

T = f(x,u)

Uma classe de sistema NLs de particular interesse é caracterizada pelo seguinte
modelo :

T = fz) +g(z)u

% Essa classe é dita affine em u .
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Definicao.

Um sistema é dito autonomo se f(:) n3o depende explicitamente

de t, i.e., se a dinamica do sistema é dada por

&= f(x)

Em outras palavras, ©u=0.
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_ Um estado z° é dito equilibrio (ou ponto de equilibrio)

do sistema sse

f(z®) =0
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SCIME Péndulo.

EDO : JO + mlgsinf =0
r1 = 0
Estado :
To = 0
0
Eq. de estado : S
l io = —=mlgsin(z1)
(
Xy — 0

@\ Equilibrio: <

sin(x1) =0 = r] = tnm

\

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 155

_ Expansao em série de Taylor em torno de x°.

i

b = f(a) = f(a) + 5

Truncando a expressao,

Lembre-se que f(z°) =0 !

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 156

Definindo-se

v=1a —2° — V=1
_9f
A—%m:xo

podemos escrever a equacao linearizada como

v = Av
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Dado o sistema NL : T = f(z,u)
Modelo linearizado v = Av + Bw
onde
0
v=x—x° 14::.;i
8:1: r=x°,u=u°
19,
w=1u—u’ [3::_;i
8’& r=x°,u=u°
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Exemplo 2 Péndulo.
EDO : JO + mlgsin@ = 0
$'1 = X9
Eqg. de estado :
To = —%mlg sin(xq)
0 Linearizacao em torno do ponto de equilibrio ° =0
_afl afl_ i O 1_
A= | ™ T2
Of2  Of2 _mlg
B 1 i) | CBZO B J |
@ Portanto, - -
\ O
V= v
_mlg
- J —
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Exemplo 3

Péndulo com atrito.

EDO : JO + mlgsinf + b0 = 0
T1 =

Eq. de estado : ! ’ ,
iy = e

sin(z1) — %332 = —cy sin(x1) — coTo

Ofr 9Of
1 o
Of2  Of
1 o

Linearizacao em torno do ponto de equilibrio z° =0

0

=0 L

1
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Linearizacdo em torno do ponto de equilibrio z° = (7, 0)

ofi1 0h 0
ofs 0 "
| T1 T2 1 g1=m,22=0 _

Portanto,
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Ref.: (Slotine & Li 1991)

ma + kix + kox® =0

Exercicio. Linearizar o sistema massa-mola nao linear abaixo

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




UFRJ Universidade Federal do Rio de Janeiro

EE

DEL Departamento de Eletronica

Escola de Engenharia

EEL-555 Sistemas Lineares ||

Capitulo # 5

[Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 163

5 Solucao da equacao de estado

Contetuido

1. Caso escalar
e Solucao homogénea _ _

e Solucio geral

2. Caso com coeficientes matriciais —

e Solucdo homogénea

e Solucio geral
3. Exemplos

4. Exercicios
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5.1 Caso escalar

Vamos iniciar recordando o método de solucao de uma EDO escalar.

HLIEN : Resolver a equacao

&(t) = ax(t) + bu(t)

onde a e beER.
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Solucao homogénea

Para wu(t) =0, tem-se

z(t) = i ax(t)

A variavel dependente z(t) e a varidvel independente t podem ser separadas

d
—x:adt
€T

A forma encontrada acima é dita integravel .
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Podemos integrar ambos os lados da equacao para obter
x(t) d t
/ _«5 = / adr
Cl?(to) 5 to

Apds integracao :
Inxz(t) — Inx(ty) = a(t — tg)

ou melhor

— CL(t — to)

Inx

Usando a relacao e™®* = z, explicitamos a solucao homogénea

x(t) = eM =t g (tg)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43]
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Solucao nao homogénea

Para u(t) # 0,
t(t) = ax(t) + bu(t)

% Para aplicar o mesmo método de solucao anterior, é necessario reduzir a

equacao a uma forma integravel.

% Na equagdo acima as varidveis x(t) e t ndo sdo facilmente separadas.

Y Procedimento mais elaborado ...
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Passo 1 Multiplicamos a equacdo pela varidvel auxiliar k(t),

k(t)x — k(t) ax = k(t) bu

escolhemos k(%) tal que

k() = —ak(t)

A solucao, ja visto acima, é dada por

k(t) = e *Et0) ke (¢)

Passo 2 De modo a tornar o lado esquerdo da equacao uma diferencial exata ,

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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Desse modo obtemos
ki + kx = k bu

a qual pode ser reescrita na forma

d

%[kx] = k bu
Separando as varidveis,

dlkz] = kbudt

Esta é a forma integrdvel procurada.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

170

Integrando ambos os lados,

/k o de = /t:k(T) bu(r) dr

(to)z(to)

Resultado:

k(t)x(t) — k(to)x(to) = / k(T)bu(r)dr

to

Explicitando x(t), tem-se

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43]
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Como
k(t) = e 100k (¢0)
tem-se que
k(to) _ k(to) _ 6a(t—to)
k(t)  e—alt—to)k(ty)
k(T) _ e=(T=t0) k(+,) _ p—alr—to—t+to) _ La(t—)

k(t)  e—alt—to)k(ty)

Substituindo as expressdes acima, obtém-se a solucdo geral

t
z(t) = e*0) x(ty) +/ e =) bu(r) dr

to
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Fazendo

seguinte exemplo com apenas 2 EDO'’s

ZIfl :4561 —5%2,

leg = 2$1 —3$2,

Y

A=

T = Ax

4 =5
2 =3

5.2 (Caso com coeficientes matriciais

z(0) = xg

Para simplificar a apresentacao desse caso, vamos considerar inicialmente o

o sistema de equacoes acima pode ser reescrito na forma matricial

Prof. Ramon
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Solucao homogénea

% A soluc3o do caso escalar & = ax é uma funcdo exponencial x(t) = e x.

Hipotese: A equacao © = Ax tem solucdo com a mesma forma exponencial

x1(t) = eMy
Z

To(t) = et
ou melhor o
Yy
x(t) = eMv onde v =
2z
Préximo passo :  Encontrar valores de A, y e z tais que a equacao © = Ax seja
satisfeita.
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ey = deMy — Hertz

etz = 2eMy — etz

At

Apds cancelar o termo e??, resta o sistema de equacoes nao-lineares

Substituindo-se x1(t) e x2(t) nas respectivas equacgdes diferenciais, tem-se

4y — bz = \y
2y — 3z = Az
Ou melhor,
Y A\ é chamado autovalor de A
Av = dv ) _
Y v é o autovetor associado
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Podemos reescrever a equacao anterior como

(A=X)v=0

Importante

% v pertence ao subespaco nulo de (A — M) (ie., vE€N(A—AI)).

% Estamos interessados somente em solucdes nao triviais v # 0.

* A étal que (A — AI) tem um espaco nulo.

% A solugdo \ procurada é tal que (A — A\I) seja singular .
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Fato.

)\ é autovalor de A

det(A — M) =0

* p(A) =det(A — A\I) é denominado polindmio caracteristico de A.

% A equacgdo p(A) = 0 é denominada equagdo caracteristica de A.

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 177

% Os autovalores sdo uma das caracteristicas mais importantes dos sistemas

dinamicos.

1. z"”‘: A = zn:aii = traco(A),
i=1 i=1

1=1
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Fato. A cada autovalor \; distinto corresponde um autovetor v; tal que

A’Ui = )\7;2)7;

A’Ul — )\1 V1

A’UQ = )\2 V2

A1

Aloy | =|or w o

No caso da matriz A do exemplo em questdo (2x2 ):

Estas equacoes podem ser reescritas na forma matricial

0

A2

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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obtemos

AV =VA

Definindo-se a matriz de autovetores

V=lo wl

e a matriz diagonal dos autovalores

A0
A =
0 Ao
A=VAV!

% A transformacao linear que diagonaliza a matriz A é dada pela matriz V.

A=V"tAV

Prof. Ramon
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4 =5
A:
2 =3
4— )\ -5
A—- M =
2 —3—-A

p(A) =det(A—X) =22 =\ —2

A =—1

p(A)=0 =
Ay = 2
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2 autovetores [.i. (linearmente independentes).

% Os autovalores sao distintos , portanto podemos determinar

Para \{ = —1 :
5 —9H 0 1
(A — )\1])”01 — V1 = — v =
2 =2 0 1
Para Ao =2 :
2 =95 0 9!
(A — )\QI)’UQ = Vo = — Vo =
2 =9 0 2
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Importante:
Y Os autovetores nao sao unNicos .

% Qualquer valor v € N (A — AI) é um autovetor de A associado ao autovalor
A.

% E usual escolher autovetores normalizados com, por exemplo, um dos ele-
mentos igual a 1.
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Figura 13: Interpretacao geométrica de autovetor.

% Um autovetor define uma reta passando pela origem ( subespaco ).
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Substituindo os valores de \; e v calculados, tem-se

1
Tr = e>‘1tvl —e !

1

5
Tr = e>‘2tv2 — 2t

2

_ Qualquer combinacao linear das solucoes acima

também é uma solucao do problema.

Portanto,

T = cle>‘1tv1 + coe tUz
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Fazendo ¢t = 0 nas equacoes,

As constantes c; e ¢y sao determinadas a partir das

condicoes inicialis .

1 5 C1 8
z(0) =c1v1 + v =9 = =
1 2 C2 5
Solucao do sistema de equacoes lineares acima :
C1 3
C2 1
% Note que z(0) = =x9 = c=V""xg
C2
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Portanto, a solucao homogénea da equacao diferencial dada é

z =3¢t + g2t

ou ainda
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_ :  Utilizar notacao matricial .

% Notacao mais compacta para a solucao.
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Observamos que a solucao homogénea
T = cle’\ltvl + 026>‘2tv2

pode ser escrita como

-

O )\Qt
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Portanto, a solucao homogénea pode ser expressa como

r = Vele

* cétalque z(0)=Ve=z9g = c=V"tag

Resultado: a solucao homogénea de ©+ = Ax ¢é

r(t) = VeV g,

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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Vamos agora introduzir formalmente a definicao de exponencial matricial .

(A? | (An?

Definic3o. e — T4+ At + S 3

Propriedades:

1. e tem inversa Vit
23 eAseAt _ eA(s—l—t)
3. eAte=At _ T

4. i et — At
dt
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Usando a definicdo e as propriedades acima, também podemos verificar que:

1. Relacao fundamental:

n 1+At+“1” NI 0 At

0 1+ Mot + 220% 4 0 e

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 192

2. Solucao homogeénea:

z(t) = e

é solucdo da equacao © = Ax.

Prova. | Pela propriedade (4),

i = Ae?lry = Ax
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3. Relacao fundamental:
eAt — VeAtv—l
Prova.
At)?
et =T + At + ( 2') 4.
VAV ~1t)?
T4 VAVTe g > -
At)?
:V(I+At+ ( 2') +> v
=VeMv!
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4. Solucao homogénea:

A solucao do problema
t=Ax, x(0)=uxg

é dada por

x(t) = VeV lgy = ety
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Solucao nao homogénea

A solucdo geral do problema : = Az + Bu, x(ty) = 2o

t
é dada pela férmula : z(t) = et=t0) g +/ e =) Bu(r)dr
to

* O método para se chegar a essa solucao é semelhante ao que foi empregado
no caso escalar.
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A variavel auxiliar nesse caso é uma matriz K(t) tal que

cuja solucao é

KT (t) = e~ 71047 KT (¢)

Prova. Pode-se verificar que a solucao K (t) satisfaz a equacdo diferencial :
KT(t) _ _ATe—(t—tO)ATKT(tO)
= —ATK"(¢)
isto €,
K(t)=-K()A
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Importante:

Isto é :

EDO :

matriz de transicao de estado

= Ax + Bu

D(t) = et

% A escolha de K (t) anterior permite reduzir a EDO a uma forma integravel .

% E usual na literatura, expressar a solucido da EDO em termos da

z(t) = O(t — tg)xo + /t O(t — 7)Bu(T)dT

to
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Estd na hora de fazer uma pequena revisao de ...

Algebra Linear : Bloco de Jordan
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5.3 Exemplos

4 casos :

e Autovalores distintos

e Autovalores repetidos

e Autovalores imagindrios

e Autovalores complexos
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Exemplo 1 Calcular et para a matriz

A =

(...)
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Exemplo 2

At

Calcular et para a matriz

Basta aplicar a definicao

=1+ At +

(At

_|_

0

2!

0

)2

A=

t
t

14+¢+ 2%+ -

N | —

t2

t 24
14+¢+ 22+
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Exemplo 3 Calcular et para a matriz

1 1 0
A=10 1 1
0 0 1]
ldem. Aplicando a definicao
At)?
6At — I—|—At—|— ( 2')

+ ...

Solucdo :
el tet i€
At
e’ =10 et tef
0 0 et
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0 1
-1 0

A=

Determinacao dos autovalores :

det (A — )\I) = det

Portanto : A= *+1¢

Exemplo 4 Calcular et para a matriz

(Oscilador harménico)

=\ +1

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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Determinacao dos autovetores associados

—1 1 1
(A — )\1])7)1 == v=0 = nm
—1 — 1
11 1
(A — )\2[)1)2 == vo =0 = 9
—1 —1
Como A estd na forma companheira , entdo
V; =
A
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Portanto, ] ]
1 1
velo w=|" "
T —1
v et 0 cost + ¢sint 0
(& p— ‘ p—
0 e ¥ 0 cost —i1sint
Resultado :
eAt _ VeAtv—l
1 1 cost +1sint 0 1 [1 —2
1T —1 0 cost —isint| 2 |1 ¢
cost sint
—sint cost
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% Note que :

cost

—sint

sin t

cost

= Jcost + Asint

()
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10
A =
0 —2
_eit ; i}
eAt p— p—
0 e
= [ cost + Asint

eAt — VeAtv—l

= Jcost+ Asint

cost+1sint

0

= V(Icost+Asint)V_1

0

cost —isint
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) ¢ et = Jcost + Asint

Y Nao é necessario calcular V' I

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 209

Exercicio. Calcular et para a matriz
(0 1.0 0
—1 0 0 O
A=
O 0 0 -1
0 01 0
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Exercicio. Calcular et para a matriz
(0 11 0]
—1 0 0 1
A=
O 0 0 -1
0 01 0
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Exercicio. Calcular et para a matriz
0 1.0 1
—1 0 0 O
A=
O 0 0 -1
0 01 0
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Exercicio. Calcular et para a matriz
0 w
A =
—w 0
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Exemplo 5

Calcular et para a matriz

1 1
A= (Oscilador amortecido)
-1 1
Autovalores A=1x1
Portanto :
141 0
A =
0 1—1
[ (144)t 0 ) 0 ]
e 1
e = | =€t | Tcost + sint
0 e(1—1)t 0 —i
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

214

Porém :

Porém :

eAt _ VeAtv—l
= Vet(lcost + Asint — Isimt)V_1

= et(Icost—l—Asint — Isint)

cost sin t

—sint cost
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Exercicio. Calcular et para a matriz
—4 1
A =
-2 1
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Exercicio. Calcular et para a matriz
a f
A=
6
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Notas e referéncias

% A solucdo do caso escalar foi tirada de ( William L. Brogan 1991), pag.
309.

% O exemplo de 2a. ordem pode ser encontrado em (Strang 1988), pag. 243.
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6.1 Espacos vetoriais

Espacos vetoriais de interesse : R" e C"

Exemplo 1 Representacao por n-uplas.

R =
L2
X1

3
R L2
X3

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Definicdo.  (vdlida para R™ e C")

Espaco vetorial (EV) é um conjunto de vetores com regras para
adicao de vetores e multiplicacao por escalar.

Operacoes possiveis :

e adicao de 2 vetores L
Combinacao linear

e multiplicacao por escalar

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 2

e Espaco R*.

e Espaco R?*2.

e Espaco de fungdes f(x), 0 <ax < 1.

\IZM E necessario adotar uma convencdo para representar R?*2 e f(x) na

forma de n-uplas .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Definicao.

(Subespago)

Subespaco de um EV é um subconjunto n3o vazio que satisfaz 2

exigéncias :

(1) é fechado para a adigao

(2) é fechado para produto por escalar.

Prof. Ramon
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Exemplo 3

e Plano em R? passando pela origem.

e Linha em R? passando pela origem.

e Origem : {0}.
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6.2 Independéncia linear

c1v1 + cov2 + - - + cpvy, =0

_ O conjunto de vetores {vy, v, -+ ,v,} é Li sse

—

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 220

Exemplo 4

co =3c; = 3¢1 —c2 +0c3 +0cqg =0 —> 1 e cy sao l.i.

1 1
C4ZCl—|—§63 — Cl—|—062—563—|—6420
I3 =2l + 5l = —5l1 +2l5 — I3 =0

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Portanto, a matriz A possui

e 2 colunas [.1.
rank(A) = 2
e 2 linhas [.1.

Pelo teorema fundamental da algebra linear

No. de colunas [.2.. = No. de linhas [.s.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.3 Base e Span

_ Se um EV consiste de todas as combinacoes lineares dos vetores
{v1,v9, - ,v,}, entdo estes vetores geram (span) o EV.

_ Uma base para um EV é um conjunto de vetores com 2 propriedades:

(1) o conjunto é L.i.

(2) o conjunto gera o EV.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 229

Exemplo 5

1 3 3 2
A=10 0 3 1
00 0 0

Seja R(A) o EV gerado pelas colunas de A .

. PR

1 3
Base para R(A): < 0|, |3]| ¢
\ _O_ _O_ /

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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_ Dimensao de um EV é o maximo numero de vetores [.1.
pertencente ao espaco.

- Quaisquer 2 bases para um EV contém o mesmo nimero de vetores.

Este nimero é a dimensao do EV .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 6

X1 = {plano em R? passando pela origem}

Dlm(Xl) = 2.

X, = {linha em R® passando pela origem}

X3 = { origem} = {O}
Dlm(Xg) = 0.
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6.5 Representacao

A todo EV R" associa-se uma base canonica ortonormal

1 0 0

0 1 0
11 = 9 Z.2 — 9 9 lp =

10 10 1]

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

233

A representacao de um vetor x € R™ na base candnica ortonormal é dada por :

I 0 I I
Io 1 i) i)
T = = T101 + X200 + - + Tty = =7
_(I;n O _x'n,_ _xn_
base
% E uma representacao natural .
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Seja {ql,qQ,--- ,qn} uma base para R".

Fato. Vz € R™, d! conjunto {047;} tal que

T =191 +aeq + -+ QpQn

Podemos escrever :

ap
a9 B
T = 01qr + 2q2 + -+ OpQn = [q1 ga - qn} | =Qx
Q
| On |
Y
X
O vetor * é denominado representacdo de x na base {ql,qz, e ,qn}.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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1
Exemplo 7 Vetor z = c R?.
3
A . i {0
Base candnica ortonormal para R? :  {iy,i3} = :
0 1
: 3 2
Sejaabase: {qi,q2} = :
1 2
A representacdo de x na base {i1,i2} é:
1 3 2 —1 —1
3 1 2 2 2

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Figura 14: Representacdo de x na base {q1,¢2}.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.6 Norma de vetores

_ Norma de x € R™ é uma fungdo, denotada por ||z||, com as
seguintes propriedades :

(1) ||z|| >0, VxeR™
(2) ||z]|=0 & =0
(3) ||lax|| = |a|]||z||, VaeR, VreR"™

(4) [lz1 + z2f| < |zl + |[z2]l,  Vz1,z2 € R"

% Norma é a generalizacao do conceito de distancia.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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n 1/p
RogEa emap | ol (3 1n)
=1

As normas mais usuais sao :

n
1= ) fa| = |za] + [az] + - [an]
i=1

]|z == Vale = (x%‘FxS‘F'“—l—a}%)l/Q

oo = max|a

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.7 Ortonormalizacao

Um vetor £ € R™ é dito normalizado se

rxrx=1.

2 vetores x1,r2 € R™ sao ortogonais se

rixg =xax, =0.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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_ 1 conjunto de vetores x; € R™ é dito ortonormal se

0 sei#7

.CCrxj:
1 se1=7

(...)

I.e., todos os vetores tém norma 1 e sao ortogonais entre si .
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6.8 Sistema de equacoes lineares

Seja o sistema de equacoes lineares : Az =b

(...)
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6.9 Transformacao de similaridade

(...)
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6.10 Forma companheira

(...)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 244

6.11 Bloco de Jordan

- Toda matriz quadrada n X n possui exatamente n autovalores.

- A cada autovalor distinto \; corresponde um autovetor associado v;.

Autovalores repetidos.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Autovalores repetidos.

/

% E possivel que uma matriz tenha um conjunto incompleto de autovetores .

% Nao é possivel determinar uma matriz de autovetores V' tal que
A=VAV!

Quer dizer, a matriz A pode nao ser diagonalizavel .

% Para contornar essa situacao, introduz-se os blocos de Jordan

(generalizacdo da forma diagonal) .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 2460

Um bloco de Jordan de ordem n , correspondente a um autovalor repetido com

multiplicidade n , tem a seguinte forma geral

A1 00 0 0
A 10 0 0
0 0 X 1 0 0
J =
0 0 0 0 A
0 0 0 0 A

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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SEphIeE Uma matriz 4 X 4 com os 4 autovalores repetidos pode ser

similar a uma das seguintes formas de Jordan

A1 0 0 A1

0 X 1 0 0 A
J, = Jy =

0 0 XA 1 0 0

0 0 0 A 0 0

A 0 0 O] A 1

0 X 1 0 0 A
J3 = Jg =

0 0 XA 1 0 0

0 0 0 A 0 0

0 0
0 0
A1
0 A
0 0
10
A0
0 A

Prof. Ramon
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% A matriz J; é formada por 1 bloco de Jordan de 4a. ordem .
Nesse caso, existe um uUnico autovetor associado ao autovalor \.

% A matriz J5 é formada por 2 blocos de Jordan de 2a. ordem .

Nesse caso, existem 2 autovetores associados ao autovalor \.

% As matrizes J3 e J, sao formadas por 1 bloco de Jordan de 1a. ordem e
1 bloco de Jordan de 3a. ordem .

Novamente, nesse caso, existem 2 autovetores associados ao autovalor .

A seguir vamos revisar, através de exemplos, o método de determinacao da forma
de Jordan de uma matriz.
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Soluc3o dnica

V1 —

SEUPICR Seja a matriz

Autovalores repetidos : A\ = Ay = 1.

(A= A)v =

Os autovetores associados s3o obtidos resolvendo-se

v=20

Prof. Ramon
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Para se determinar um vetor vy tal que

M —

o

J=MTAM

recorremos a utilizacao dos denominados autovetores generalizados .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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sao obtidos utilizando-se o seguinte procedimento

Av = Xv (A—=X)v=0
Agr = Ag1 +v (A—Al)g1 = v
Aga = Ag2 + 91 (A=Al)g2 = g1

\[ey=W Utilizando notacao matricial, podemos escrever

A[’U g1 QQ}ZAM:[)\’U A1 +v Age + g1

\ . 4
-~

M

Definicao. Os autovalores generalizados g; associados ao autovalor A

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43]
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ou melhor,
AM = (M Mgy +v )\924—91}
= |Av  Agq )\92}4-[0 v 91}
=V & QQ}AJF{U v 91}
M
:MA‘F{O U gl}
Porém,
0 1 0]
{O v gl}—{v a1 gg} 0 0 1| =MJy
|0 0 0
To

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Portanto,

AM = MA+ MJy
= M(A + Jy)
=MJ

J=AN+J A=MJIJM™!

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 254

Voltando ao exemplo...

Precisamos determinar um autovetor generalizado v, a partir da equacao

(A — )\I)’UQ =

isto &,

0 2 1 1

Vo = = Uy =

0 O 0 1/2

Serd que poderia ser
0
Vo — ?
1/2

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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tem a propriedade requerida :

M =

J=MTAM

1/2 -1

1

1 1

0 1/2
2
1

Podemos agora verificar que a matriz M encontrada,

0

1/2

Prof. Ramon
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UM Considere agora a matriz

11 0
A=10 1 0
0 0 1)

% Essa matriz ja se encontra na forma de Jordan.

* O autovalor A =1 tem multiplicidade 3 .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Os autovetores associados s3o obtidos resolvendo-se

0 1 0
(A=X)v=1(0 0 0|lv=0
0 0 0]
2 solucoes :
- o
v = |0 e v2= (0
_O_ _1_

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Precisamos determinar apenas um autovetor generalizado vs,

(A — )\I)?)g — V1
Isto €,
0O 1 O 1 0
0O 0 O0]vs=10 = w3 = |1
_() 0 O_ _O_ _O_

% Note que nao existe um autovetor generalizado associado a vs.

A equacao
0 1 0 0
(A=X)vs=10 0 0|vs= [0] =v2
0 0 0 1]
nao tem solucao!
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Verificacao :
1 0 0
M=o v w|=]0 1 0
0 0 1]

Como era esperado!

Importante :

Y Observe a ordem dos autovetores na matriz M.

% O autovetor generalizado v3 aparece logo apds o autovetor vy, que é o
autovetor ao qual estd associado e a partir do qual foi gerado.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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SEUPICREN (Questdo da prova lo. periodo/2002)

Dada a matriz

o O
O O = O
o = O O
_ O = O

determine a transformacao de similaridade que a coloque na forma de Jordan.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

261

Solucao. A matriz dada estd na forma triangular por blocos
1| 00 0
of 1 0 1
A=
0O 0 1 O
1 0 0 1
Autovalores: A =1 com multiplicidade 4.
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Os autovetores associados s3ao obtidos resolvendo-se
0 0 0 0
0O 0 0 1
(A= X)v = v=20.
0O 0 0 O
_1 0 O O_
Encontramos 2 autovetores
_O_ _0_
1 0
V1 = € Vo =
0 1
_O_ _0_
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Precisamos de 2 autovetores generalizados v3 e vy4.

Vamos tentar obté-los a partir de vy :

0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0
(A — )\I)Ug = 11 = V3 = = V3 =
00 0 0 0 0
100 0 0 1
0 0 0 0 0] 1]
0 0 0 1 0 0
(A= A)vy=v3 = Vg = = Uy =
00 0 0 0 0
100 0 1 0
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% Nao existe autovetor generalizado associado a vs.

A equacdo (A — Al )vs = v2 ndo tem solucao!

(A — )\1)1}3 = V2 = = vz =7

_ O O O
o O O O
o O o O
o O = O
o =R O O

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Portanto, a matriz pedida é:

M= vy v w4 ’Ug]:

o O O
S = O O

BN )
o o O =

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Verificacao :

J=M YTAM

0

0
1

0O 0 O

1

0 0 O

0 0 O

1

0
0

1
0

1

0

1

1

0 0 O

0 O
0O 0 0 1
0 0 O

1

0O 0 0 1
0 0 O

1

1

0 0 O

11 de Agosto de 2004
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EOLIEMPA (Questdo da prova lo. periodo/20023)

Dada a matriz

e =
o O = O
o = O O
_ O = O

determine a transformacao de similaridade que a coloque na forma de Jordan.
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Solucao. A matriz dada estd na forma triangular por blocos

0
1
0
1

1
0
1
1

oS = O | O

0
1
0
- O -

Autovalores: A =1 com multiplicidade 4  (basta uma simples inspe¢do !)
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Os autovetores associados s3ao obtidos resolvendo-se
0 0 0 0
0O 0 0 1
(A= X)v = v=20.
1 0 0 O
_1 0 O O_
Encontramos 2 autovetores
_O_ _0_
1 0
V1 = € Vo =
0 1
_O_ _0_

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 270

Precisamos de 2 autovetores generalizados v3 e vy4.

Vamos tentar obté-los a partir de vy :

0 0 0 0 0] 0]

0 0 0 1 1 0
(A — )\I)US = V1 = V3 = = VU3 =

1 00 0 0 0

100 0 0 1

0 0 0 0 0] 7]

0 0 0 1 0 .
(A — )\I)’U4 = V3 = Vg = = Vg4 =

1 0 0 0 0 .

100 0 1 0

% v4 nao pode ser derivado de vs |
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Vamos tentar derivar vy a partir de v :

00 0 0 0 7]
0 0 0 1 0 *
(A= X)vy=v9 = Vg = Vg =
1 0 0 O 1 *
1 0 0 0 0 0
% v4 também nao pode ser derivado de vy !
Como obter vy 7
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Solucao:  So6 resta escolher outro autovetor generalizado vs.

0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0

(A—)\I)’Ug =1 = V3 = V3 =
1 0 0 O 0 1
1 0 0 0 0 1
00 0 0 0 1|
0O 0 0 1 0 0

(A—)\I)’l)4:?}3 = Vg = Vg4 =
1 0 0 O 1 0
1 0 0 0 1 0

% Ok. Desta vez foi !
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Portanto, a matriz pedida é:

M= vy v w4 ’Ug]:

S O = O
_ = O O
o o O =
S = O O

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Verificacao :

J=M ‘AM

0

0
1

0 0 O

0 0 O

1

0O 0 O

1

1

0 0 O

11 de Agosto de 2004
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6.12 Funcoes de matrizes

(...)
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6.13 Teorema de Cayley-Hamilton

(...)
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B € Rmxm

6.14 Equacao de Lyapunov

AM +MB =C

AM + MAT = C

* A equacao de Sylvester é linear em M .

AERan'

% Pode ser escrita na forma de um sistema de equacodes lineares.

Prof. Ramon
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a1

a2ai

A equacao

ou melhor :

Exemplo 13

a2 Q13 mi1  MMi2 mii

22 Q93| |Mo1 Mmoo | + | Mo

as32 ass ms31 132 masai

acima pode ser escrita como :

Alm ]+ [

Am1 + b11m1 + b21m2

biomy + baomeo + Amgy

C2

C11 Ci2
C21 C22
€31 €32

Prof. Ramon
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Rearranjando os termos :

(A - 511])?711 + (borI)me = ¢
(512[>m1 + (A + b22[)m2 = C2

Resultado : i L o
A—|—b11[ 621] mi B C1
leI A + b22] mo C2
A
A ma _ C1
mo ()

Prof. Ramon
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Expandindo :

_a11 + D11 a12 @13 b21 0 0 _m11- _611_
a21 a22 + b11 @23 0 b21 0 ma1 C21
as1 a32 a33 + b11 0 0 b21 ms1|  |c31
bi2 0 0 a11 + b2z @12 @13 mi2 C12

0 b12 0 a21 az22 + b2z a23 mM22 C22

0 0 b12 a31 a32 assz + b2 | | ms2 | C32

% Sistemade nxm =3 X2 =06 equacoes.
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- Os autovalores de A s3o todas as possiveis somas dos autovalores de A
e de B.

- Prova.
(...)
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6.15 Formas quadraticas e positividade
_ (Matriz simétrica)

Uma matriz real M é dita simétrica se

M=M7T

_ (Forma quadrdtica)

Uma forma quadratica é uma funcao escalar

2! Max r € R™.

Y
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Exemplo 14

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares I 284

Fato. | Se M é simétrica, entao

"Mz e R Vr e C".

Y x* denota transposta conjugada .
P Jug
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(ZE*MZIZ)* ="Mz =aoM 2" =xMx*

Portanto,

(:U*M:U)*:xMa:* =X Mz € R

* x*Max é real para qualquer x complexo .
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Fato. | Se M é simétrica, entao

% Em outras palavras, os autovalores de uma matriz real simétrica sao reais .
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autovetor

A = autovalor

Portanto,

A€eR
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Exemplo 15

Equac3o caracteristica:  P(\) =X —(a+c)A+ac—b%>=0

Condic3o para raizes complexas :

A = (a+c)? —4(ac — b?)
= (a—c)* +4b* <0

Portanto, as raizes somente podem ser reais.
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Fato. Toda matriz real simétrica M pode ser diagonalizada por uma trans-
formacao de similaridade mesmo que tenha autovalores repetidos.

M € R"*n

e = [eremer=a
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Prova. Suponha que = seja um autovetor generalizado de M,

(M —X)v=0 (autovetor)

(M — M)z =v (autovetor generalizado)

Note que,
(M —X)z=v
(M =)’z = (M= X)v=0
Portanto,
(M =X’z = 0
(M =Xz # 0
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Seja
(M = M)z]" [(M = AD)z] = 2T (MT = XI) (M = M)z
:a:T(M—)\I)2a:
Usando (M —AI)’z=0: &7(M—XI)’z=0

Usando (M — X))z #0 : xT(M—)\I)Q:c;éO

* Contradicao !

% Pz autovetor generalizado.

* 3Q | QMQ ' =A.
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Exemplo 16
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_ (Matriz ortogonal)

Uma matriz A é ortogonal se

AtA =1 & A= AT
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Exemplo 17

A c RBXS

- —1/2
_\/5/2

1/2

1/2

V2/2
0
V2/2

_\@/2

_\/5/2
_\/5/2

_\@/2

1/2

1/2
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Exemplo 18
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_ Para toda matriz simétrica M, 3(Q) ortogonal tal que

QMQ™ =A
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A=QQTAQT) Q!

- (Q9)A(@e)”

I 1

Prova. Nosso ponto de partida é a decomposicao espectral de M
M =Q *AQ
= (Q7'AQ)
= Q"AQ")”
Portanto, Q 1AQ = QTA(QT)‘l

% A identidade acima somente é verificada para

QT — Q_l
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Exemplo 19
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_ (Definida positiva)

Uma matriz simétrica M é dita definida positiva se

' Mx >0 |, Vr#0.

* 2t Mr=0 = x=0.
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_ (Semi-definida positiva)

Uma matriz simétrica M é dita semi-definida positiva se

Mz >0 |, Vz#0.

* Ha:#O‘xTMajzo.
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Exemplo 20
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condicoes é verificada :
2. Aj(M) >0 (>0)

3. AN € R™*"™ ndo singular (4N € R™*")

* A (M) sao 0s menores principais de M .

Teorema.  Uma matriz simétrica M é DP (SDP) sse uma das seguintes

tal que M = NTN.
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- Prova.
(...)
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Exemplo 21

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 305

Exemplo 22
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_ Uma matriz H € R™*™, m >n, tem rank n sse

det (H"H) #0

(...)
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Exemplo 23 H € R**% e rank(H) = 2.

11 - [t -
- 1 0 2 5 5

H=1|0 1| = HTH= 0 1| =
112 5 6
2 2 . Il2 2 L
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_ Uma matriz H € R™*™, m <n, tem rank m sse

det (HH") #0

(...)
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Exemplo 24 H € R?*3 e rank(H) = 2.

_ _ _ - 11 1 _ -
111 11 3 4

1 1 2 1 1 2 4 6

i _ i 11 2] R
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6.16 Inversao de matrizes

Método de inversao de Shipley

% Uma operacao chamada pivotagem ¢é executada em cada elemento da
diagonal principal em qualquer ordem.

% No instante da pivotagem, o elemento usado nao pode ser nulo .

% Elementos nulos na diagonal devem ser ‘“saltados” . Sé podem ser usa-
dos como pivés quando forem transformados em elementos nao nulos pelo

Processo.
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para cada elemento da diagonal.

sao modificados por:

Algoritmo. As operacoes de pivotagem devem ser executadas uma dnica vez

(1) Todos os elementos que n3o estejam na mesma linha ou coluna do pivo akg

r_ Ak
aij = CLij — Qi —
ALk
g 5 0275
A=
Ak j ALk
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/ Ak

(4) O elemento pivo ayi € substituido por:

/
ALt =
Akl

(2) Os elementos da mesma linha do piv6 ayi sdo substituidos por:

(3) Os elementos da mesma coluna do pivd agx sdo substituidos por:
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* O processo é repetido para todos os elementos da diagonal tomados em
qualquer ordem.

% Terminado o processo, a matriz original é substituida pela negativa da

Inversa
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EEL-555 Sistemas Lineares Il

314

Exemplo 25

la. pivotagem :

Escolhemos 1lo.pivo = ass .

o ]
A=|5 3
_3 2 a
4 2 —1
7/2 2 —1/2
-3/2 | -1 | —1/2

Prof. Ramon
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Escolhemos 20.pivo = ags .

( - 1/2 -1 -1/2
2a. pivotagem : ¢ A2 =] —7/4 —-1/2  1/4

\ - 1/4 1/2 —-3/4
Finalmente, 30.piv0 = aq; .

) _ _

—2 2 1

3a. pivotagem : < Az = 7/2 —4 =3/2

\ —12 1 —1/2
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2 2 ]
Resultado : A7l = Ay = —7/2 4 3/2
12 -1 1/2
[Ref.] Homer & Brown,
Grandes sistemas elétricos,
LTC, 1975.
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] 11 de Agosto de 2004
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6.17 Algoritmo de Leverrier

(...)
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Exercicio.

(a) A=

(b) A=

1
0

-

o o O

-

BN =

1
0

O =R O =

_ O = O

1. Encontre a forma de Jordan das seguintes matrizes

Prof. Ramon
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Exercicio.

1. Verifique que para o bloco de Jordan

A 0
J = A
_O )\_
tem-se que
eAt t6>‘t %t2e>\t
edt — 0 et TN
0 0 et

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Conteiido

1. Estabilidade
2. Controlabilidade
3. Observabilidade
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7.1 Estabilidade

e Introducao — _

e Estabilidade entrada/saida —
— Definigodes: [Sinal limitado] [FEstapylidede BIBO] L;l
— Teoremas: [Estabilidade BIBOY, [Resposta em |regime| [FT BIBQ|o

e Estabilidade interna B |:| - -
— Definicdes: [Ponto de equilibrip|| [Estabilidade| Lyapunov]
L = O
— Teoremas: [FEstabilidade marginjal] [Fstailidade ?Lssznto’?,pzlcaﬁj

e Método de Lyapunov ]
— Teoremas: [E] [FA] [FAJ]
— Exemplos: [1] [2] N
— Teorema. Unicidade da solucao
— Exemplos: [3] [4] [5]
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Introducao

% Estabilidade é uma propriedade fundamental para qualquer sistema.

Propriedade. A resposta de um SLIT pode ser decomposta como
Resposta de um SLIT B Resposta com N Resposta com
y(t) z(0) =0 u(t) =0
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% Podemos estudar a estabilidade de cada resposta separadamente:

Estabilidade BIBO } —> para resposta com z(0) =0

Estabilidade marginal
—> para resposta com u(t) =0

Estabilidade assintodtica

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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g(t) = resposta ao impulso.

Figura 15: Resposta com estado nulo.

Y
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A resposta € dada pela convolucao :

% A convolucao é comutativa .

% ¢(t) = resposta ao impulso aplicado em ¢t = 0 com z(0) = 0.
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_ (Sinal limitado)

Um sinal z(t) é dito limitado ou bounded se existe uma

constante z,, tal que

12(t)]| < 2z < 0
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| Definicdo| (Estabilidade BIBO)

Um sistema é dito BIBO estavel se, para toda entrada limitada, a

saida é limitada.

\[S=MN | embrar que as c.i.'s sao nulas !
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(BIBO estabilidade)

BIBO estabilidade < ¢(t) absolutamente integrédvel .

Prof. Ramon
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Prova. (<)

% g(t) abs. integravel = / lg(t)|dt < M < oo
0

t

g(T)u(t — 7)dr

/ lg(T t—T)|dT

<u

t
< i / 9(r)|dr
0

< Uy, M < 0.

y(t) = / gt —Tydr | = |y(t)] =

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exercicio. Provar ( = ).
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f(t) absolutamente integravel < f(t) — O.

f(k) absolutamente somavel < f(k) — 0.
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Exemplo 1

f

1 L o

Figura 16: Funcao soluco.

Neste exemplo,

/Oolf(t)\dtéM<oo, porém, f(t) £ 0.
0
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Exemplo 2 f — 0 > f converge

f(t) = (— 0 parat — o0)

Ref.: (Slotine & Li 1991), pag. 124. MATLAB : Script exemplo4.m .
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f—=0 4 f converge
f(t) = e "sin (e*) (— 0 para t — o0)
f(t) = —e 'sin (th) + 2¢’ cos (th) (— oo para t — o0)
Ref.: (Slotine & Li 1991), pag. 124. MATLAB : Script exemplo4.m .
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Teorema. | (Resposta em regime)

Se um sistema com resposta ao impulso g(t) é BIBO estavel,

entao :

(1) u(t)=a = lim y(¢) = G(0)a

(2) u(t) =sin(wet) =

Jim y(1) = G Guo)] s (ot + fase[Glje)

* G(0) = ganho DC.
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Exercicio. Provar.

Nei=M Este é um resultado basico!

e’“* é uma autofuncio do sistema.

Ref. : Oppenheim & Schafer, 1989, pag. 39.
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Teorema.  (Funcao de transferéncia BIBO)

Um SLIT com fung¢do de transferéncia G(s) é BIBO estével

sse todos os pdlos de G(S) tém parte real negativa .

BIBO estavel <«  Re{pdlos} < 0
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Exercicio. Provar.

(...)
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Estabilidade interna

Seja o sistema com entrada u(t) =0

= f(z) |, f(0)=0.

(...)
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_ (Ponto de equilibrio)

x° é um ponto de equilibrio de & = f(x) sse

f(a®) = 0.

Também denominado ponto singular ou ponto critico .
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sentido de Lyapunov se

_ (Estabilidade Lyapunov)

O ponto de equilibrio z° de & = f(x) é estavel no

Ve >0 |,
30 >0 |,
tal que
|2z(0) —z°|| <6 = |z(t) —a°||<e |, Vt>o.
Raciocinio d/e.
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Exemplo 4 Oscilador harmonico

Equac3o caracteristica : s2+w =0 |, w?=—(a®+ be)

Autovalores : A1 = +/— (a2 + be) ,

Ao = —v/— (a2 + be)
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% Este sistema tem um dnico equilibrio z° = 0.

% Usando a definicdo, verifica-se que x° é estavel .

% Neste caso, diz-se que o sistema é estavel .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 345

Figura 17: Plano de fase paraa =1 e bc = —4.
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15

-1.5
-15

Figura

(Script: figl.m)

15

18: Resultado de simulacao usando MATLAB.
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Teorema. | (FEstabilidade marginal)

O sistema © = Ax é marginalmente estavel sse d\;(A) tal que

(1) Re(Ai(4)) =0

(2) o bloco de Jordan associado é de la. ordem.
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Exemplo 5

o O O
-]
8

% A matriz A possui 3 autovalores : A = {0, 0, —1}.
% Todos os autovalores s3o simples —> blocos de Jordan de 1a. ordem.

% O sistema é marginalmente estavel .
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Exemplo 6

0 1 0]
i=10 0 0=
00 -1

% A matriz A possui 3 autovalores : A = {0, 0, —1}.
Y O autovalor 0 tem bloco de Jordan associado de 2a. ordem.

Y O sistema é instavel .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 350

_ (Estabilidade assintotica)

O sistema & = Az é assintoticamente estivel sse Re();(A)) < 0.
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Prova. | Para toda matriz A, dM tal que

J7 J=MTAM

8
I

A soluc3o é : Z(t) = e’t%(0)

A1 0
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Matriz e”’i* correspondente :

Jit __

6)\15 t€>\t %t2€>\t
0 6>\t te)\t

0 0 eM

Elementos de e”i! limitados

= z(t) limitado

Portanto,

' Re(A) <0

' Re(A) =0 e

=

estabilidade assintotica .

1 =1 —>  estabilidade marginal .
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- Estabilidade assintdtica = estabilidade BIBO.

- Estabilidade assintdtica <~ estabilidade BIBO.
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Método de Lyapunov

/7

% E um método geral para analise de estabilidade.
% Aplica-se a sistemas continuos e discretos.

% Aplica-se a sistemas lineares e nao-lineares.
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_ (Estabilidade)

O ponto de equilibrio z° é estavel (E) se existir uma fun¢do V(x) tal que

\[CIEM A funcdo V(x) é denominada Func¢3o de Lyapunov .

\[CI=M A funcdo V(-) satisfaz quase todas as propriedades de uma norma.
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% V(x) pode ser vista como a distdncia de z(t) do equilibrio.

* V(a:) < 0 assegura que essa distancia nao esta aumentando.
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_ (Estabilidade assintotica)

Se

(4) V(z) <0

entdo a solugcdo é assintoticamente estavel (AE) .

V(z) < 0 assegura que a distancia esta diminuindo.
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(Falta de homogeneidade)

Figura 19: Func3o de Lyapunov V(x) < Vi,4z.

% Neste caso pode-se ter T — OQ e V() < Vinas
e V(z) ndo acusa que x — oo!
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% Neste exemplo

v Nao basta ter

T aumenta

V(r) — oo

para

Figura 20: Funcao de Lyapunov com inversao.

V(z) decresce

r — OO !
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_ (Estabilidade assintotica global)

Se

(5) V(z) > o([lz]]) >0,  o([|z]]) = o0 para  z — oo,

entdo a solucdo é AFE Vx(0), i.e., globalmente AE (GAE) .

Wi A estabilidade é um conceito local .
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Importante :

% A dificuldade do método de Lyapunov é acharY(az).

% No caso de sistemas lineares esta busca é relativamente mais simples.

Basta escolher uma forma quadratica em x.
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SEuIWAR Considere o sistema de primeira ordem
T = ax
o 72
Escolhemos a funcao de Lyapunov : V(z) = 5
: oV d
Derivando : V = A i = azx’
Ox dt
Portanto :  condicao para E a<0
condicdo para EFA a <0

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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SEuICR Considere agora um sistema de ordem n
T = Ax
Escolhemos a funcio de Lyapunov : Vig)=2'Pz |, P=PT>0
Derivando : V =2 Pi + 327 Px
= 2T PAx + (Ax)! Px
=z’ (PA+A"P) 2 =—2"Qu
-Q
Portanto :  condicdo para E Q=0Q">0
condicdo para FA : Q=0Q">0
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Teorema. (Unicidade da solug¢do da equagdo de Lyapunov)

Para o sistema 2 = Az,

V=0 >0

Re(Xi(4)) <0 & FIP=P'>0

tal que PA+ AP =—-Q

\

* PA+ AP =—-Q é denominada equacao de Lyapunov .
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Prova. (=)
Equacao de Lyapunov : PA+ ATP=—-Q
Podemos escrever : At [PA+ AT P|eft = ATt Qe
ou melhor : % [eATtPeAt} — _AT QA
. d ;
Lembrete : “ [eAt — At
dt -
d T d
= [GATt - = [eAt}T _ [AeAt]T _ ATEYT
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O

T
Integrando ambos os lados : {eA t PeAt} ‘
0

oC T
:—/ e tQedt
0

Se Re(M\i(A4)) <0 entdo e =0 parat=o0.

Portanto : 0—P= —/ eA't Q etdt
0

ou melhor : P = / eATthAtdt
0

% Dadas A e O, a férmula acima fornece a matriz P correspondente.
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Vamos mostrar a unicidade por contradicao.

Suponha que existam 2 solucoes P; e P,

PA+ATP =—-Q
= (P, — P)A+ AT (P, — Py) =0

P,A+ATP, = —Q

Entao : (& (P1 —PQ)A—l—AT(Pl —PQ)}GAt =0

ou melhor : % [eATt (P, — P) eAt} =0
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Como e?t =0 parat = oo, tem-se :

* Quer dizer, P =P

oo

Integrando : et (P, — Py) eAt} | =0

0

0— (P — P)

A solucao é unica.

0

Prof. Ramon
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E facil ver que Q=07 — P=pr"

De fato :

e portanto

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Q=Q" >0 = Q=N'N |, N n3o-singular.

Portanto :

pP= / et Qe dt
0
' Py = / xt [eATt NTN eAt}:c dt
0
= / [N eAt:r;]T [N eAt:c] dt
0

> 2
= [ lIvetal

*x z#£0 = ||[Netz||>0 = 2TPz>0 = | P=P' >0
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(<) Seja A um autovalor

Av =

de A e v o autovetor associado :

j ’U*TAT _ )\*U*T

Equacao de Lyapunov :

PA+ ATP=—-Q

Podemos escrever :  v**'|PA+ AT Plv = —v*|Q]v

ou melhor : _U*TQ v = (v*TAT) Py+ovtp (Av)

— ~
)\*’U*T v

= <)\*U*T)PU + v*TP<)\v)

= (A" + X))o Po

— 2Re (A) v*1' Py

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ] [14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

372

Se :

P=P'>9 e

entao :

Portanto :

— Qv = 2Re()\) v*! Py

Q=Q" >0

N——

>0 >0

Re()\) <0

Prof. Ramon
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SCCNA Para o sistema linear descrito por

. 0 1
T = x,
-3 -2
escolhemos a funcao de Lyapunov V(z) =z! Px , onde
a 1
P = : a>1
1 1

Encontre um valor de a@ que permita concluir a estabilidade assintética do
sistema dado.
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Solucao.

Substituindo valores,

PA+ ATP =

Equacao de Lyapunov :

PA+ ATP =—-Q

a 1
1 1
—06
a—9H

0 1
_|_
-3 -2
a—H
:_Q,
—2

Prof. Ramon
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Portanto :

Um valor de « que garante Q > 0 é : a =195

Pelo lema de Sylvester , a condicao para a positividade de () é

A1 =q1=6>0
Ay =det(Q) = —a® + 10a — 13 > 0

Solucao : 5—2vV3<a<5+2V3
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0
—1

1
—1

SCICMIN Analise a estabilidade do sistema

1. Utilize a expressao integral para a solucao P.

2. Ache e resolva o sistema de equacoes lineares correspo
Lyapunov. (Vide : [Revisdo de algebra linear: Equacat

n

dente a equacao de

a¥

de Lyapunov.]
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Solucao.
(1) Escolhendo @ =1 , tem-se :
P :/ eATthAtdt
0

0

* P=P'>0 —> o sistema é GAE .

Solucdo via MATLAB : Script exemplo2.m .
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(2) Equacgdo de Lyapunov :

AP+ PA=—-Q

Sistema de equacoes lineares equivalente :

q1

AT + a1 ag1f D1
a1ol AT + agol p2
A
P1 qdi
A = —
P2 q2

q2

Prof. Ramon
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0 -1 -1 0| 1
1 —1 0 —1 0
Para @Q = A= ’ a| _
1 0o —1 -1 q2 0
0 1 1 =2 1
1] [ 15
0 0.5 1.5 0.5
Solucao : Pri_ — A1 = — P =
D9 0 0.5 0.5 1.0
I 1.0 |
% Mesmo resultado!
Solucdo via MATLAB : Script exemplob.m .
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SCEPIGMEM  Analise a estabilidade do sistema

0 1
-1 0

Prof. Ramon
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Solucao.

Escolhendo (@) =1 , tem-se :

P:/ eATthAtdt
0

= / et et
0

B /OO cos?(t) + sin®(t) 0 G| X 0
0 0 cos2(t) + sin*(t) 0 oo

Y Este sistema é um oscilador harmonico. Nao é AE .

Solucdo via MATLAB : Script exemplo3.m .
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Escolhendo

P =1, tem-se:

V =2a" (PA + ATP):U

= :CT(A + AT)az
_ T 0 1
—1 0

% Como V>0 e V=0, conclui-se que o sistema é estavel .

Prof. Ramon
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7.2 Controlabilidade (Co) |

e Introducao O

e Definicao de Co O O

— Exemplos: [1] [2] [3] - O

e Critérios de controlabilidade i
— Definigcdes: [Matriz C] [Mal%z Wel [Matrlzjz Grunyiana]

— Teorema —

— Exemplos: [4] [5] [[6]|[7]

e Forma canonica Co - - = =

— Propriedade
— Teorema

— Transformacdo para FC Co

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Introducao

r = Ax + Bu
SLIT :

y=Cczx

% Controlabilidade - Propriedade que diz quando o estado x(t) pode ser
“controlado” livremente através da entrada u(t).

(...)
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Definicao de Co

Definicao.  Um SLIT é dito controlavel se

\V/$0 = CIZ(O) , VSEl 1
Ju(t) tal que
r(ty) = a1 , ts finito.

% Também se diz que o

par (A, B) é Co.

% O sinal u(t) n3o é dnico.

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 386

U

X1

Figura 21: Interpretacao geométrica.
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Definicao alternativa :

Definicao.  Um SLIT é dito controlavel se

Vag = x(0)

Ju(t) tal que

z(ty) =0 |, t; finito.

% Nesta definicao, o estado final x; foi transladado para a origem.

% Basta uma transformacao de coordenadas.
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Figura 22: Interpretacao geométrica.
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Pérolas

e Quando as condicoes iniciais pode ser alterado a depender do valor da entrada.

e Controlabilidade é a capacidade que um sistema tem de ser controlado por

uma entrada.

e Um sistema é dito controldvel se a entrada estd ligada a sua funcao.
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Pérolas
e Um sistema é controlavel se em seus estados caracteristicos houverem
componentes da entrada (u).

e Um sinal limitado aplicado na entrada tem que gerar um sinal limitado na saida.

e Controlabilidade é quando a saida sé depende da entrada u(t).
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Exemplo 12 Ry = 19 Ry = 102
L1 ) ©
A
= HI=
u \
® Oy =1F 28 o= F y
g_
u = corrente de entrada x1 = tensao no capacitor C'y
y = tensao de saida ro9 = tensao no capacitor Cy
* Circuito aberto.
% Tens3o x5 nao pode ser controlada pela corrente u = SLIT Co
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Exemplo 13 1+
19} 1Q | Y
+ X
T = v
v QY ]
- C'=1F
10 1)
u = tensao de entrada x = tensao no capacitor
y = tensao no resistor de 1)
%* Neste caso, z(0) =0 = | =z({t)=0 |, vt>0.
% Oestadox éCo = SLIT Co
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Exemplo 14 F+ =+

iy

1F |*1 —_— 1F |*2
U @ v Y
) ;m ; 10

T+

u = tensao de entrada x1 = tensao no capacitor 1F
y = tensao no resistor de 1) ro = tensao no capacitor 1F

* Neste caso, z1(0) = 22(0) =0 — xr1(t) = x2(t) |, Vt > 0.

* SLIT Co
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Critérios para Co

% A aplicacao da definicao nao é muito pratica.

% Vamos introduzir critérios algébricos .
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_ (Matriz de controlabilidade)

C=|B AB A?B ... A"'B
* SISO dim [C] =n xn
* MIMO : dim [C} =N X np

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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| Definicdo |  (Matriz W,(t))

We(t)

I
I

t

t

T
eATBBTeA Tdr

6A(t—T)BBT6AT (t—T)dT

Prof. Ramon
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_ (Matriz Gramiana)

dim [Wc] —nXn

Prof. Ramon
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Teorema. | As seguintes sentencas sao equivalentes :

(1) O par (A,B) éCo.

(2) rank(C) = n

(3) A matriz W,(t) é n3o singular V¢t > 0.

(4) rank ({A — ‘ BD = n para todo autovalor \ de A.

(5) Re(A(4)) <0 =

N W, =WZL >0 (matriz gramiana)

tal que AW, + W_.A" = —BB" .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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" Prova.| (C. T.Chen 1999), p. 145

(...)
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Fato. | Se o par (4,B) é Co, entdo

u(t) = —BTeAT(tl_t)Wc_l(tl) [eAtlajo — 1]

transfere o estado xg = x(0) para z1 = x(t1).
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Exemplo 15 i

Para este sistema: C = [B

*

rank(C) =4

— Co

1 0 0
0 -1 0

T:z:—l—
0 0 1
0 5 0| _
0 0 o}a:

AB A®B A3B}:

10 2]
0 2 0
20 —10
0 -10 0|
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Exemplo 16

1Q2

NN~

(current
service)

+
u f C

X1
IF
|

1

IF

X2

Ry = 1Q (em paralelo com C)
Ry = 1Q (em paralelo com C5)

. ) IR, +1c, = U
Lei dos nods :

IR, +1lc, =

Vp, +x1 =0
Lei das malhas : H !

VR, + T2 =0

1R1, VR1
1R2, VR2

— corrente e tensao em R;

corrente e tensao em R,

Prof. Ramon
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) 1c, = U — 1R VR, = —I1
Nds ' ' Malhas : '
lc, = —1UR, VR, =— — X2
Tensao em R;
le — RliRl i le — iRl
Tensao em C
. 1. 1 . 1 , 1
T = —ic, = —(u—1ip,) = —(u —vp — 71 = — (u+ 21
crloen =g u—ir) = & ) o (ut o)
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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T2

Tensao em R,

Tensao em C5

1

Cy 77

URQ - R2/I;R2

Vp, = —X
Malhas : fa !

VR, =— — X2
i /URQ ) ZRQ
1 1
— (- = o= —
02( ’URQ) 2 s 2

Prof. Ramon
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Malhas :

Tensao de saida

y=2u—vgR, — Yy = 22 + 2u

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Para este sistema :

Equacao de estado para o circuito :

1/0

0

0 1/C4
T -+
1/Cy 0

y:[o 1}x+[2}u

*

rank(C) =1

c=|B AB|=

Co

Prof. Ramon
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I e e

1/C,

o

1/C,

Figura 23: Diagrama de blocos do exemplo.
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Co Ob
Co Ob
Co Ob

Figura 24: Decomposicao canonica de Kalman.
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Exemplo 17

\ 4
>
193 1Q§
+
p -

19 § 10
)\

22

e 1 =1U
2+92"

Portanto : u =

% A corrente da fonte ¢ n3o circula pelo capacitor.
A fonte enxerga somente 2 resistores de 2{) em paralelo.

Componente de corrente devido a tensao u :

11 =

DO | —

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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./}\+
\&J

2-2
2+ 2

Portanto : T =

Yo,

—

iCZZB

Componente de corrente devido a tensao x :

% A corrente do capacitor i nao circula pela fonte.
O capacitor enxerga somente 2 resistores de 2{) em paralelo.

1o =

DO | —

Prof. Ramon
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Corrente total : I =11 +10 = 1= 5 (u + :1:)
~ , . 1
Tensdo de saida : y=Ri = y=3 (u+ )
Tensao no capacitor
I 1
T=—=1ic = T=—=u
c'c
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Equacao de estado para o circuito :

=[]+ o]

y = :1/2] z + [1/2: u

Para este sistema: C = [B} =0

* rank(C) =0 — Co

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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Exemplo 18 Seja o seguinte sistema multivaridvel

1 1 0 0 0 0
o1 0 0 0 1
€r = x -+ U

O 0O 1 O 0O O

00 1 1] |1 0

1 1 0 O
Yy = X

0O 0 0 1

Verifique a controlabilidade desse sistema.
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Neste caso, n = 4, portanto
0 0 010 2 0 3
O 1 01 0 1 0 1
C=|B AB A2B A3B}:
O 0 00 O 0 0 O
_1 O 1 0 1 0 1 ()_
Como a matriz C possui uma linha de zeros = rank(C) < 4
Conclusio: o sistema é incontrolavel.
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Os autovalores da matriz A podem ser obtidos por inspecao:

Ai=1.

Ent3o, podemos verificar a Co aplicando o critério

(A, B) Co & ank (|A—\T|B|)=n |, vA(4)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Para o sistema dado,

O 1 0 0 0 0
0O 0 0O 0 0 1
[A Y ‘ B} -
O 0 0 0 0 O
_O 0O 1 0 1 ()_
Devido a linha de zeros = rank ([A — M\ ‘ BD <4

Conclusao:

o sistema é incontrolavel.
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Forma canonica Co

Y Ja vimos esta FC :

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
T = x +
0 0 0 1 0
i —ayp —a1 —a9 —Un—1 1 i
Yy = bo b1 bo bp—1 ] x
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Toda equacao de estado na FC Co é Co.
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Verificacao Para um SLIT de 3a. ordem
0 1 0] 0 |
=1 0 0 1 |2+ [0 | uw
_—CLQ —a —CL2_ i 1 i
0 0 1]
Tem-se: C = [B AB AzB} =10 1 —ag
1 —ax —a1+ a%_
Y Va; |, rank(C) =3 — Co
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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z = Ax + Bu
y=Cx

Matrizes do SLIT transformado :

A=TAT!
{ B=TRB
C=CT!

Prof. Ramon
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_ A transformacao de coordenadas ndo destréi a Co.

(A, B) Co & (A, B) Co
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Exercicio. Provar.
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C =

A matriz de controlabilidade do sistema transformado é :

~ ~

B AB

Portanto :

:T[B AB
—TC
T=Ccc !

TB TAT 'TB
——

I

An-1B|

A=1B|

TA" 1T7-1TR

=

Prof. Ramon
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Exemplo 19 _1 1 1_ _1_

A=10 1 1], B=10
_O 0 1_ _1_
(J=[1 0 0}
1 2 4]
Tem-se : C:[B AB AQB}Z 0 1 2
11 1]

Y rank(C) =3 — Co
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Pol. caracteristico de A : p(\) =det (sI — A)
= (s —1)°
= 5> — 352 +3s5s—1

0 1 0 0
Portanto : A=10 0 1|, B = |0
1 -3 3 1
0 0 1]
Tem-se : 6’:[1—? AB A2B|=1{0 1 3
1 3 6]
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Portanto :

_ - - - —1
00 1|1 2 4

T=CcC'=1|0 1 3|0 1 2
1 3 6] [1 1 1
0 o0 1|[1 —2 ol [1 -1 —1]
=10 1 3/|-2 3 2|=1]1 1 -1
13 6/ |1 -1 —-1] |1 1 0
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Verificacao :

A=TAT'=11 1 —=1|llo 1 1|1 1 =1

10 —1][1 =1 1] Jo 1 o]
=111 oll=1 1 ol=1l0o o 1
12 2|1 —2 1] [1 -3 3
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Verificacao :

1 -1 —-1] [1 0
B=TB=1|1 1 -1 |o|l =10
11 o] 1] |1
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7.3 Observabilidade (Ob)

e Introducao ~
e Definicao de Ob B
— Exemplos: [1] [2] [3] o [ O ]

e Critérios de observabilidade - -
— Defini¢bes: [Matriz O] [Matriz Wil [Matiiz Graphiana]
— Teoremas: [Observabilidadd] [Buaz’dacfe] - ~

— Exemplos: [4] [5] [6} |

~T

e Forma canonica Ob

— Propriedade -

— Teorema

— Transformacao para FC Ob

e Forma canonica de Kalman
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Introducao

r = Ax + Bu
SLIT :

y=Cczx

% Observabilidade - Propriedade que diz quando o estado inicial 2(0) pode
ser “reconstruido” a partir da saida y(t).

* E uma propriedade dual da controlabilidade.

(...)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

431

Definicao.

(...)

(Observabilidade)

Um SLIT é dito observavel se

Jt1 > 0 finito

o conhecimento de u(t) e y(t) no intervalo |0, ¢1] é suficiente para se
determinar unicamente a condicao inicial

zo = z(0)

tal que

% Também se diz que o par (A, C) é Ob .

Prof. Ramon
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Definicao.

Definicao alternativa :

Um SLIT é observavel sse o estado inicial

Vag = x(0)

pode ser unicamente determinado a partir de y(t) no intervalo [0, ¢1]

t1 > 0 finito

com

Prof. Ramon
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Pérolas

e Um sistema é dito observdvel quando a saida do sistema é condicao suficiente

para se prever a entrada do mesmo.

e Observabilidade é a capacidade de se observar na saida um componente do

sistema.
e Um sistema é dito observavel se sua saida estiver conectada.

e Aplicado um sinal nulo na entrada é possivel saber o sinal na saida em estado

ZEro.

e Na observabilidade mudamos o controle na entrada para o controle na saida.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Pérolas

e Pode ser definido como a caracteristica de um sistema onde esta pode ser
observada na saida do sistema.

e Observabilidade é quando a saida nao depende da entrada x(%).

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 20 12 1€2

I\
u 1 C, 1F 0 G2 \ 1F y
(current —
service) 3
u = corrente de entrada x1 = tensao no capacitor ('
y = tensao de saida x9 = tensao no capacitor C

% Tens3o x; ndo aparece na saida = SLIT Ob

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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| . —
Exemplo 21 +
1Q2 12
+ 1F
i
u "Ny . y
O
1Q2 1€2
V-
u = tensao de entrada x = tensao no capacitor
y = tensao de saida
% Neste caso, u=0 — y(t) =0 |, vt>0.
% Oestadoz é Ob = SLIT Ob
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 22

(...)
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Critérios para Ob

% A aplicacao da definicao nao é muito pratica.

% Vamos introduzir critérios algébricos .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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* SISO

* MIMO :

_ (Matriz de observabilidade)

CA
CA?

cant

dim[(’)}:nxn

dim [(’)] =n Xnp

Prof. Ramon
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_ (Matriz W,(t))

t
W, (t) :/ et TCTCeATdr
0

Prof. Ramon
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_ (Matriz Gramiana de observabilidade)

W, = W,(c0) = / e TCT O dr
0

dim [WO] —nXn

Prof. Ramon
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(1) O par (A,C) € Ob.

(2) rank(O) =n

(5) Re(A(4)) <0 =

Teorema. | As seguintes sentencas sao equivalentes :

(3) A matriz W,(t) é ndo singular V¢ > 0.

(4) rank = n para todo autovalor A de A.

N W,=WL >0 (matriz gramiana)

tal que  ATW,+W,A=-CTC.

Prof. Ramon
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(...)
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Fato. | Se o par (4,C) é Ob,

o

t1 -
entso 2(0) = W, (1) / AT CTY (1) dt
0

t
onde Y(t)=y(t) — C/ e =7) Bu(7)dr
0
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(iTeoremarl| (Dualidade)

O par (A,B) éCo sseopar (A',BT) é0b.
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Exemplo 23

Para este sistema :

O —

) '€ rank(O) =4

o O O =

o o = O

Ob

T +

= o O O

Prof. Ramon
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Exemplo 24 ‘\}8\# J£2
X1 X2
— — +
=l ] Ly T

u f 1F 20 C, " 1IF

y
(current —
service)

Ry = 1Q) (em paralelo com C1) 11, V1 = corrente e tensao em R;

Ry = 1) (em paralelo com C5) 19, Vo = corrente e tensao em R
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Equacao de estado para o circuito :

1/01 0 1/01
0 1/C, 0

y:[o 1}x+[2}u

. C 0 1
Para este sistema: O = —
CA 0 1/Cs
* rank((’)) =1 — Ob

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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I e e

1/C,

o

1/C,

Figura 25: Diagrama de blocos do exemplo.
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Co Ob
Co Ob
Co Ob

Figura 26: Decomposicao canodnica de Kalman.
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Exemplo 25 Seja o seguinte sistema multivaridvel

110 0 0 0

, 0O 1 0 O 0 1

T = T+
0O 0 1 O 0 0
0 0 1 1 1 0
1 1 0 0

Yy = Z
0 0 0 1

Verifique a observabilidade desse sistema.
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Conclus3o:

Neste caso, n = 4, portanto

1
0

o | |1

oo |CA|_ |0
CA? 1
cA*l |0

1

0

S B~ O w O N O =

As 4 primeiras linhas de O sao lin. independentes

o sistema é observavel.

w O N O = O O O

_ O = O = O = O

rank(OQ) =4

Prof. Ramon
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Ai=1.

Ent3o, podemos verificar a Ob aplicando o critério

Os autovalores da matriz A podem ser obtidos por inspecao:

(A,C) Ob

rank

, VAi(A).

Prof. Ramon
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Para o sistema dado,

I
|
>~
~
o = O O O O

As 4 1as. colunas sao lin. independentes

o = O O O

=

Conclusao:

o sistema é observavel.

o O = O O O

_ o O O O O

rank

Prof. Ramon
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Forma canonica Ob

Y Ja vimos esta FC :

—Qp—1 1 0 --- 0 by_1
—Qp—2 0 1 -+ 0 bn—2
T = T+ U
—a; 0 0 1 b1
. —ap 0 O 0 | b
Yy = [ 1 0 0 0 }ZC
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Toda equacao de estado na FC Ob é Ob.

Prof. Ramon
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Verificacao Para um SLIT de 3a. ordem
_—ag 1 0 _bz_
L= [—ay 0O 1| x-+ bl u
_—CLO 0 O_ _bo_
Yy = [1 0 O} x
o] [ 1 0 0
Tem-se: O=|CA| = —a9 1 0
CA% a5 —a1 —az 1
Y YVa,; , rank((’)) =3 — Ob

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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z = Ax + Bu
y=Cx

Matrizes do SLIT transformado :

A=TAT!
{ B=TRB
C=CT!

Prof. Ramon
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_ A transformacao de coordenadas nao destréi a Ob.

(A,C) Ob & (A,C) Ob
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Exercicio. Provar.
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A matriz de observabilidade do sistema transformado é :
I A I A
N AC CT-ITAT1 CA
O=| . |= = Tt =01""
A-1c|  |cT'TArTY oAt
Portanto : T = @_1(9
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 26 1 1]
A= 1], B= |0
1_ _1_
C = [1 0 0}
o] [1 0 o
Tem-se: O=|[CA| =11 1 1
_CAZ_ 1 2 3]
) '¢ rank((’)) =3 — Ob

Prof. Ramon
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3
Portanto : A= |-3
|1
h
Tem-se: O=|CA
_éAQ_

Pol. caracteristico de A :

p(A) = det (sI — A)

o O =

S W =

= (s —1)°
—s3—-3s2+3s—1

0
1| (Z’=[1oo]
0

Prof. Ramon
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Portanto :

1 0 0 1 0 0
-1

=0 =13 1 0 1 1 1
6 3 1] [1 2 3
10 o] 0 1 0 0]

=1-3 1 0 1 -2 1
3 -3 1] | 3 1 -1 0]
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Verificacao :

A=TAT ! =

0 0
I 1
-1 0

Prof. Ramon
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Verificacao :

1 0 0]
é:CT—1=[1 0 0} 1 0 —1 =[1 0 o]
11 1]
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Forma canonica de Kalman

Seja o SLIT :
x = Ax + Bu
y=Czx+ Du
Hipotese rank(C) = rank [B AB - A”—lB} <niy<n
% Note que ny<mn

Y O SLIT é incontrolavel |
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A partir de C montamos a matriz

P = [91 q2 In, In;+1 'Qn]
onde
® ¢1,Q2, ** ,Qn, Sao quaisquer n; colunas [.i. de C .
® ¢n,+1, " ,Qn S3o colunas arbitrdrias escolhidas tal que P~! seja n3o singular.

Prof. Ramon
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Fato. Utilizando a transformacao de coordenadas

r = Px

o SLIT é transformado para a forma

Tc Ac Aia| |Zc¢ Bc
= ) 4+ u
5o 0 Azl |ze 0
- - To
Y = {CC C@} ~ + Du
Lo

onde
o € o estado do subsistema controlavel

Zs € o estado do subsistema incontrolavel

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43]
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% Note que

* O modelo do subsistema controldvel é dado por :

T0 = Acxc + Bou

Yy = éc:?}(j + Du

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43]
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- Prova.
(...)
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Exemplo 27
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ldem para um SLIT inobservavel.

(...)
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7.4 Scripts do MATLAB

function dx=oscilador(t,x)

global A;
h————————————- Oscilador harménico
dx = Axx;

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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figl.m
global A;
tf = 10;
fp———————— Initial conditions —--—-
x0 = [1 0]; init = [x0];
fym——mmm e Parameters ---
a=1; b=-2; A=[ab; -b -al;
fh———————————————————— Simulation ---

options = odeset(’OutputFcn’,’odeplot’,’MaxStep’,0.01);

[t,x] = ode45(’oscilador’, [0 tf],init,options);
%——— Identification of variables --—-

x1 = x(:,1); x2 = x(:,2);

h————————————- Plotting commands ---

plot(x1,x2);grid;shg; hold comet(x1,x2);
print -depsc figl

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




UFRJ Universidade Federal do Rio de Janeiro

EE

DEL Departamento de Eletronica

Escola de Engenharia

EEL-555 Sistemas Lineares ||

Capitulo # 8

[Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 478

8 Solucao numérica de EDOs

Conteudo

Introducao _
Métodos de Taylor
Métodos de Runge-Kutta

Métodos multipasso

A S A

Exercicios
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8.1 Introducao
_ Resolver numericamente a EDO

com condicao inicial

y:f(tay)

y(0).

Prof. Ramon
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8.2 Meétodos de Taylor -

e Série de Taylor

— Teorema. Ezxpansao em série de¢ Taylor

e Método de Euler
— Interpretacao geométrica
— Erro de aproximacao
— Exemplos: [1] [2]
e Método de Euler-Cauchy
— Interpretacao geométrica

— Erro de aproximacao

— Exemplos: [3]
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Série de Taylor

% Esta classe de métodos é derivada a partir do truncamento da
expansao em série de Taylor da funcdo f(-).

(...)
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Teorema. (Expansao em série de Taylor)

Seja f(x) uma fungcdo continuamente diferencidvel em x no intervalo

(x — 7,z +r), entdo :

o AP qdn
f(x+h):Zde—n (ZE)
n=0
d h? d?
fl@+h) = f(@) +h—f@) + 5y (@) +

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 483

Método de Euler

% E o método mais simples de solucao.

Idéia.. f(:) € constante durante o intervalo de integracdo h.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Expansao em série de Taylor :

y(t+h) = y(t) + hy(t) + O(h?)

O método de Euler emprega somente os 2 primeiros termos da expansao.

Notag3o : y(t+h)=y(t)+ h y(t)
—_— = ~~
Yit1 Yi f(ti,y

Yie1 = Yi +hf(ti,yi)

FOormula de
recorréncia

Prof. Ramon
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_ f(-) é constante durante o intervalo h.
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[Etoleispedmacse] | (%)
Verificagio.
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EEL-555 Sistemas Lineares Il 487

Exemplo 1 Resolver numericamente a equacao
y=y+t
Condigdo inicial : y(0) =2
Intervalo de integracao: h =0.5
Intervalo de solugdo : [0, 1]
Método ; Euler .
Solucao analitica : y=3e" —t—1
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Solucao

Aproximacao de Euler : Yiv1 = Yi + hf(ti,v:)

lteracoes :
i=0, =05 : y=uyo+hf(to,yo)
=240.5(2+0)
= 3

i=1, to=10 : yy=1u1 +hf(t1,y1)
— 3+ 0.5(34 0.5)

= 4.75
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Y

4.75

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Solucao usando Matlab :

Euler Exata

t Y Y
0 2 2
0.5 3 3.4462

1.0 4.75 6.1548

Prof. Ramon
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6.5 T T T T T T T T T

(h = 0.5)

451 AT

Legenda :

35F - : : . . . . . . . . e . - ]
‘ | | | ‘ Euler

Figura 27: Solucao usando Matlab.  Script exemplola.m .
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6.5 T T T T T T T T T

(h = 0.1)

451 R

Legenda :

35F - : : . . . . . . . e . - ]
‘ | | | ‘ Euler

Figura 28: Solucdo usando Matlab.  Script exemplolb.m .
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6.5 T T T T T T T T T

(h = 0.01)

451 R

Legenda :

35F - : : . . . . . . . . e . - ]
‘ | | | ‘ Euler

Figura 29: Solucdo usando Matlab.  Script exemplolc.m .
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Exemplo 2

Resolver numericamente a equacao de Van der Pol

Contante

Condicao inicial

Intervalo de integracao :

Intervalo de solucao

Método

T =1
g =—x+y—cy’

% Esse sistema nao possui solucao analitica.
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Aproximacao de Euler :

Solucde  Usando notacdo vetorial :

— :f(taz)
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lteracoes :
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lteracoes :
1=1 y t2 =1.0 . zzzzl—l—hf(tl,zl)

T

_ 1 105 1
Y1 —T1 + Y1 — y?
1.5 0.9

= + 0.5
0.5 —1.5+0.5 —0.5°

B 1.75
—0.0625
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Resumo :

Euler “Exata”
1 t x Y x Y
- 0 1 1 1
0 0.5 1.5 0.5 1.3836 | 0.5321
1 1.0 1.75 -0.0625 | 1.5046 | -0.1006
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1.2 T T T T T T T

1 Legenda :
h =0.5
h = 0.01

1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6 1.7 1.8

Figura 30: Solucao usando Matlab.  Script exemplo2a.m .
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Solugdo no intervalo [0, 10] .
2
15
4
0.5F
Legenda :
o h=20.5
-0.5F
h = 0.01
Ll
-15F"
-2 | | | I | | |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Figura 31: Solucdo usando Matlab.  Script exemplo2b.m .
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Método de Euler-Cauchy

( Uiv1 =y + hf(ti, i) ( Atualizagdo usando Euler )

| Vi1 =i T % [f(tia yi) + f(tiy1, @iﬂ)]

% ¥;+1 € uma primeira estimativa de ;11 usando Euler.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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h .
Vi1 = Yi + 5 [f(ti, yiz+f(ti+1, yz’+1ﬂ
Vi Git1
Portanto :
Yi + ?) 1
Vie1 =Yi +h | Z 22+
* Ji +2yi+1 Estimativa da velocidade média .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]

11 de Agosto de 2004
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f(tay)+f(tir1,yir1)
2

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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[Eoleispedmacse] | (%)
Verificagio.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 3 Resolver numericamente a equacao
y=y+t
Condic¢3o inicial  y(0) =2
Intervalo de integracao: h =0.5
Intervalo de solugdo : [0, 1]
Método : Euler-Cauchy .
Solucao analitica : y=3e" —t—1

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Solucao

Euler-Cauchy :

Uitv1 = Yi + hf(ti, yi)

Yi+1 = Yi + % [f(tia yi) + f(tiy1, ?)iﬂ)]

lteracoes :

1 =20

t1 = 0.5

y1 =yo + hf(to,yo)

=2+0.5(2+0)
=3
h .
Y1 = Yo + 5 [f(tOvyO) T f(tla yl)}
=2+0.25[(2+0)+ (3+0.5)]

= 3.375

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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lteracoes :

1 =1

to = 1.0

Yo =y1 +hf(ti,y1)

= 3.375 + 0.5(3.375 + 0.5)

= 5.3125

h
Y2 =Y1 + = {f(tlayl) + f(t2>@2)}

2

= 3.375 + 0.25(3.375 4 0.5) + (5.3125 + 1.0)]

= 5.9219

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004
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Resumo :

Prof. Ramon

Euler | Cauchy | Exata
2 t Y Y Yy
- 0 2 2 2
0 0.5 3 3.375 | 3.4462
1 1.0 4.75 5.9219 | 6.1548
[Parte 1] [Parte II] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.5 T T T T T T T T T

6_ —
(h = 0.5)

55 -

5| ]

asp o~~~ 4 legenda:
Exata

4+ _

e -~~~ | Euler

3_ —

20 Oll O|2 O|3 OI4 0!5 O|6 0|7 O|8 0|9 1

Figura 32: Solucdo usando Matlab.  Script exemplo3a.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.5 T T T T T T T T T

6_ —
(h=0.1)

55 -

5| ]

asp 7 4 Legenda:
Exata

4+ _

e | Euler

3_ —

20 Oll O|2 0|3 O|4 0i5 O|6 0|7 O|8 0|9 1

Figura 33: Solucdo usando Matlab.  Script exemplo3b.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.5 T T T T T T T T T

6_ ]
(h = 0.01)

55 -

5| ]

asp .+ |legenda:
Exata

4+ _

e | Euler

3_ —

20 Oll O|2 0|3 O|4 0i5 O|6 0|7 O|8 0|9 1

Figura 34: Solucdo usando Matlab.  Script exemplo3c.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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8.3 Métodos de Runge-Kutta

e Introducao

e Método Mid-point
— Interpretacao geométrica
— Exemplos: [1]

e Método de Runge-Kutta de 2a. ordem -

e Método de Runge-Kutta classico
— Exemplos: [2] [3]

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Introducao

(...)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Método Mid-point

ki = hf(ti,y) (A)

¢ ko = hf(ti+ 5h,yi+ 5k1) (B)

| Yit1 = Yi t+ ke

(A) : Incremento de y calculado por Euler.

(B) : Incremento de y calculado com f no ponto intermediario.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004
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Exemplo 4 Resolver numericamente a equacao

y=y+t

Condigdo inicial : y(0) =2

Intervalo de integracao: h =0.5

Intervalo de solugdo : [0, 1]

Método ; Método Mid-point .

Solucao analitica y=3e" —t—1
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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ki = hf(t:,y:)

Mid-point : ko =hf (ti+Lh,yi + k1)

Yit1 = Yi + ko

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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lteracoes :

7 =0 ; tl = 0.5 . kl — hf(t())y())
— 0.5(2+0)
=1

ko = hf(to + 0.5h, yo + O5k‘1)
— 0.5(2+ 0.5 4+ 0 + 0.25)
= 1.3750

Y1 = Yo + ko
=2+ 1.3750

= 3.3750

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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lteracoes :
1 =1 ; t2:10 . klzhf(t17y1)
= 0.5(3.3750 + 0.5)
= 1.9375

ko = hf(tl + 0.5h,y1 + 05k1)
— 0.5(3.3750 + 0.5(1.9375) + 0.5 + 0.25)
= 2.5469

Y2 = y1 + ko
— 3.3750 + 2.5469

= 5.9219

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Resumo :

Euler | Cauchy | Mid-point | Exata
l t Yy Yy Yy Yy
- 0 2 2 2 2
0 0.5 3 3.375 3.3750 3.4462
1 1.0 4.75 5.9219 5.9219 6.1548
Prof. Ramon [Parte I] [Parte 1] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.5 T T T T T T T T T

6_ —
(h = 0.5)

55 -

5| ]

asp o~~~ 4 legenda:
Exata

4+ _

e -~~~ | Euler

3_ —

20 Oll O|2 O|3 OI4 0!5 O|6 0|7 O|8 0|9 1

Figura 35: Solucdo usando Matlab.  Script exemplo4a.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.5 T T T T T T T T T

6_ —
(h=0.1)

55 -

5| ]

asp 7 4 Legenda:
Exata

4+ _

e | Euler

3_ —

20 Oll O|2 0|3 O|4 0i5 O|6 0|7 O|8 0|9 1

Figura 36: Solucdo usando Matlab.  Script exemplo4b.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.5 T T T T T T T T T

6_ ]
(h = 0.01)

55 -

5| ]

asp .+ |legenda:
Exata

4+ _

e | Euler

3_ —

20 Oll O|2 0|3 O|4 0i5 O|6 0|7 O|8 0|9 1

Figura 37: Solucdo usando Matlab.  Script exemplo4c.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Método Runge-Kutta de 2a. ordem

Generalizacao do método Mid-point :

ki = hf(ti,vi)

Yiv1 = Y; +wiki + woko

§ ka2 = hf(t;+coh,y; +az1ky)

Para derivar o método de Runge-Kutta de 2a. ordem, fazemos :

Taylor

y(t+h) =y(t) +h {wlf(t, y) + CUQf(t + coh,y + aglkl)j

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]

[14:43]

11 de Agosto de 2004
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Expansao em série de Taylor :

0 0

f(t+ c2h,y + amky) = f(t,y) + CQha—{(t,y) + a21k10—§(t,y) N

Portanto :
50 8

y(t +h) = y(t) + hwr f + hwa f + wacoh? 6’—{ + woaoy kl 8—5 4 ...
hf
0 0

— y(t) -+ (w1 + LUQ>hf + h? (W2628—{ + wo a9y 0]:; f) 4o

Comparando com a expansdo em série de Taylor de y(t + h) :

270 0,
y(t+h):y(t)+hf+h2 (a{+a‘§f>_|_...

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Tiramos :
W1 + wo = 1
e
1 /o0f Of B of of
2 (E Ly ) = waea g +wran(f) -
Portanto :
1 1
W2l = 5 3 W2a21 = 5

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Método Mid-point
1 1
W1 = 0 ; Wo = 1 ; — — , ——
C2 5 a1 5
Método de Euler modificado
lel ) W2:1 ) co =1 ) a21 =
2 2
Método Heun
1 3 2 2
w1 = - | W2 = — | =35 P a21 = 35
1= 7 2= 7 2 3 21 3

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Método Runge-Kutta cldssico (4a. ordem)

y

ki = hf(ti,y:) (A)
k2 — hf (tz_l'%hayz_l'%kl) (B)
¢ ks = hf(ti+ihoyi+ 3k2) (C)

| Yi+1 = yi + % (k1 + 2ko + 2ks + k4)

(A) : Aproximacgdo por Euler.
(B) : Aproximacgdo usando inclinagdo no mid-point.

(C) : Aproximacao refinada.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Generalizac3o :
k1= hf(ti,y:)
ko = hf (t; + cah,y; + az1k1)
ks = hf (L + cah,y; + az1k1 + asz2ks)

km = hf (ti + cmh, ¥i + amiki + asgka + - + @mm—1km—1)

Yit1 = Yi + wiky +wako + -+ + Wk

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 5 Resolver numericamente a equacao
y=y+t
Condic¢3o inicial  y(0) =2
Intervalo de integracao: h =0.5
Intervalo de solugdo : [0, 1]
Método ; Runge-Kutta classico .
Solucao analitica : y=3e" —t—1

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Solucao

Runge-Kutta :

Yi+1 = Yi T+

1 1
ko =hf (tq; + §h7yz’ + §]€1>

1 1
ks=hf(t;+ =h,y; + =k
3 f( +2 y+22>

ka = hf(t; + h,y; + k3)
1

c (k1 + 2kg + 2ks + ka)

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004
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lteracoes :

1 =0,

t1 = 0.5

k1= hf(to, o)
=0.5(24+0)=1

kg = hf(to —|— O5h, Yo —|— 05k1)
=0.5(24+0.54+0+0.25) = 1.3750

kg = hf(to + 05h, Yo + 05k2)
= 0.5(2 4 0.6875 4+ 0 + 0.25) = 1.4688

ks = hf(to+ h,yo + k3)
= 0.5(2 + 1.4688 + 0 + 0.5) = 1.9844

Y1 = Yo + (kl + 2k2 + 2]€3 + k4)/6
= 24 (1 4+ 2(1.3750) 4 2(1.4688) + 1.9844)/6
= 3.4453

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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lteracoes :
1 =1 , b = 1.0 . kl — hf(tl,yl)
= 0.5(3.4453 + 0.5) = 1.9727

ko = hf(tl + 0.5h, y1 + 05k1)
— 0.5(3.4453 + 0.5(1.9727) + 0.5+ 0.25) = 2.5908

ks = hf(tl + 0.5h, Y1 + 05]62)
— 0.5(3.4453 + 0.5(2.5908) + 0.5 + 0.25) = 2.7454

ke =hf(t1 + h,y1 + k3)
= 0.5(3.4453 + 2.7454 + 0.5 + 0.5) = 3.5953

Y2 = Y1 + (k1 + 2ka + 2ks + k4) /6
= 3.4453 + (1.9727 + 2(2.5908) + 2(2.7454) + 3.5953) /6
= 6.1520

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Resumo :
Euler | Cauchy | Mid-point | Runge-Kutta | Exata
2 t Yy Y Y Y Yy
- 0 2 2 2 2 2
0 0.5 3 3.375 3.3750 3.4453 3.4462
1 1.0 4.75 5.9219 5.9219 6.1520 6.1548

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.5 T T T T T T T T T
55F n
° | Legenda:
451 B LR R R R T
Al | Runge-Kutta
e 1 Euler
3_ —
20 Oll O|2 0|3 O|4 0i5 O|6 0|7 O|8 0|9 1
Figura 38: Solucdo usando Matlab.  Script exemplob5a.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.5 T T T T T T T T T
55F i
° | Legenda:
451 B R N B
Al | Runge-Kutta
e =71 Euler
3_ —
20 Oll O|2 0|3 O|4 0i5 O|6 0|7 O|8 0|9 1
Figura 39: Solucdo usando Matlab.  Script exemplobb.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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6.5 T T T T T T T T T
B+ (h = 0.01)
55F n
° | Legenda:
451 B S B
Al | Runge-Kutta
e | Euler
3 _
20 Oll O|2 O|3 O|4 0i5 O|6 0|7 O|8 0|9 1

Figura 40: Solucdo usando Matlab.  Script exemplobc.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 6

Resolver numericamente a equacao de Van der Pol

Contante

Condic3o inicial

Intervalo de integracao :

Intervalo de solucao

Método

T =1
J=-—x+y—cy’

c=1
2(0) = 1
y(0) =1
h=0.5
0, 10]

Runge-Kutta cldssico (4a. ordem)

% Esse sistema nao possui solucao analitica.

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004
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Solucao

Usando notacao vetorial :

— f(taz)

Runge-Kutta :

ki = hf(ti,2)

1 1
k‘g = hf (ti + §h, Zi + 5]@'1)

2
ka = hf(t; + h, 2 + k3)

1 1
kg — hf <ti —|— §h, 23 —|— —]{72)

1
Zitl = % + 5 (k1 + 2ka + 2ks + ka)

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004
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Resumo :

RK classico “Exata”

t x Y x Y

0 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
1 1.5046 | -0.0981 | 1.5040 | -0.1007
2 0.6645 | -1.1878 | 0.6647 | -1.2345
3 -0.4559 | -0.9662 | -0.4674 | -0.9690
4 -1.1737 | -0.3985 | -1.1818 | -0.3893
5 -0.9843 | 0.8774 | -0.9779 | 0.8953
6 0.1121 | 1.0695 | 0.1262 | 1.0767
7 0.9936 | 0.6382 | 1.0055 | 0.6303
38 1.1987 | -0.3901 | 1.1958 | -0.4155
9 0.2588 | -1.1304 | 0.2446 | -1.1505
10 -0.7486 | -0.8188 | -0.7647 | -0.8136

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004
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15
1
05
°or Legenda :
h=0.5
-0.51+
_1_
-15 | | I | | |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Figura 41: Solucdo usando Matlab.  Script exemplo6.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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8.4 Métodos multipassos

e Introducao

e Método de Adams-Bashforth
— Exemplos: [1] [2]

o Método de Adams-Moulton

— Exemplos: [3] [4] O O

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Introducao

Forma geral :

Yit1l = a1y; + agy;—1 + h{bOf(ti—i—la Yir1) + 01 f (6, y:) + b2f(ti—1,yi—1)}

ou, usando notacdo simplificada

Yirl = Q1Y; + a2y;—1 + h[bsz’—l—l +01fi + b2fi—1}

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Método de Adams-Bashforth

% Método explicito.

h
2 passos : Yirr =Y+ 5 [va; — fi—l}

Inicializacdo :  yo : Condic3o inicial

y1 : calculado usando método R-K

% Neste método: a3 =1, ao =0, by=0, by =3/2, by =—-1/2.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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h
Yit1 = Y;i + 19 [23fi —16f;—1 + 5f7;—2]

h

Yir1 = Ui+ 57 |35 = 59fi-1 + 37 fime = 9fis]

h
Yir1 = i + 7o [1901 £, — 2TTAfi | + 2616, o — 1274f;_4 + 251 fi_4}

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 7

(...)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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(...)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Método de Adams-Moulton

% Método implicito.

h
Yir1 = Yi + 19 {5fi—|—1 + 8fi — fi—l]

h
Yitl = Yi + Y [9fz’—|—1 +19f; —5fi—1 + fi—Q}

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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(...)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exemplo 10

(...)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Exercicio.

(...)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Conteudo

_ =
= O

© oo N o ok w b =

O Sinais e sistemas discretos no

Overview
Introducao
Sequéncias
Sistemas discretos

Sistemas lineares invarianies nlo| te

Propriedades de SDLI[T|s

Equacoes a diferencas

Representacao no dominio da frequéncia

. Transformada de Fourier

PO

. Teoremas da transformada de Fourier

. Propriedades da transformada de Fourier

Prof. Ramon
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9.1 Overview
- - Sistemas discretos

Capitulo 2

e Sinais discretos

e Sistemas discretos

e Sistema lineares

e Equacoes a diferencas

e Representacao no dominio da frequéncia

e [ransformada de Fourier

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Capitulo 3

e Amostragem de sinais continuos
e Reconstrucao

e Filtro anti-aliasing

e Quantizacao

Capitulo 4
e [ransformada z
e [ransformada z inversa

e Propriedades

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Capitulo 5

e Andlise de SDLIT

Capitulo 8

e [ransformada discreta de Fourier

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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9.2 Introducao

Motivacao

% Facilidade de implementacao

% Custo reduzido para aplicacoes simples

Y Existéncia de elementos muito eficientes

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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(Diniz, Silva & Neto 2002, pag. 5)

Suponha que se deseja fazer a seguinte operacdo com um sinal continuo :

cosh {ln (\:C(t)|) + 2°(t) + cos? ( |x(t)])}

t) =
y() 525(t) + e*®) + tan (z(t))
Sinal de entrada ..... x(t)
Sinal de saida ....... y(t)

% Virtualmente, n3o ha limites para a complexidade!

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Caracteristicas :

Elementos eficientes

Anexo :  DSP da Analog Devices

(...)

Prof. Ramon
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Notacao
Sinal analégico : Tq(t)
Seqiiéncia : z[n] = 2, (nT) |, (—o0 <n < o)
Intervalo de amostragem : T

A 1

Frequéncia de amostragem : fs = =
op 27
Frequéncia angular de amostragem : wg = 2mfs = =
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SCPIR Discretizacao.

Sequiéncia : z[n|

x(t) : Funcdo

% x(t) : Funcao (sinal analdgico)
x|n] : Seqiiéncia
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SCMPIRA  Digitalizacao.

0 1 2 4
% x(t) : Funcao (sinal analdgico)
x|n] : Seqiiéncia
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Importante

% A digitalizacao é uma operacao nao linear .

% A discretizacao é uma digitalizacao com precisao infinita.

% Neste curso consideraremos apenas sinais discretos de 1 dimensao.

* O efeito da digitalizacao é avaliado via simulacao.
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Importante

% Sob certas condicOes, as representacoes continua e discreta de um mesmo
sinal s3o equivalentes .

% Nem toda sequéncia é obtida por discretizacao.

% Existem diferencas fundamentais entre sistemas continuos e discretos.
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9.3 Sequéncias

% Sinais discretos sao representados matematicamente como sequéncias .

% Cuidado : n3o é correto assumir x|n| = 0 para n n3o inteiro.

% Vamos iniciar vendo algumas sequéncias basicas importantes.
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Pulso unitario : d[n] =

% Nao tem as complicacoes do impulso continuo. Definicao simple e precisa .
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Fato. Toda seqliéncia x|n| pode ser expressa como a soma de pulsos
deslocados e escalados.

oo

z[n] = Y x[k]6[n — k]

k=—o00

x|k] . escalar

d|n — k] : sequéncia
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pln] =a_10[n+ 1]+ a10[n — 1] + axd[n — 2]
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o, 1, n>0
Degrau unitario : uln| =
0, n<0
1 e ® ® ® ®
uln]
@ @ @
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Fato. | Relacao entre degrau e pulso unitdrios :

uln] = Z o|k] (Acumulador)
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Sendide

z[n] = Acos (won + ¢)

A = amplitude

- Vn

wo = freqiiéncia  (em radianos/s)

¢ = fase

Prof. Ramon
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Exponencial r[n]| = Aa"
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Exponencial complexa : (|a| =1)

z[n] = |A|ej (wOn+¢)
= | A| cos(wgn + @) + j|A| sin(wgn + ¢)
A = amplitude

wo = freqliéncia  (em radianos/s)
¢ = fase
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Fato. Exponenciais complexas com frequéncias (wg + 27n) se confundem.

x|n| = Ae’ (WO“L%)”
:Aejwon 6j27rn :Aejwon

1

% Somente precisamos considerar wg € (—7m, ] ou wg € [0,27) .
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(Aliasing)

Prof. Ramon
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<X ]
Kay

Figura 42: Parte real das seqliéncias zg[n|, x1[n|, x2[n].

Script exemplo06.m .

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

577

Sequéncia periddica : x[n]

x[n + N]|

Portanto, para uma sendide ser periddica :

— wolN = (2m)k

Yn

Acos (won + ¢) = Acos (won + woN + ¢)

Fato. | A periodicidade de sinais discretos é diferente da de continuos.

Condic3do para periodicidade

Prof. Ramon
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Exemplo 7

3T

Sequéncia periddica

A cos (

E periddica para N =8 :

3T
4

z[n] = A cos (

3T
4

37
4

—n—l——N—i—(b) :Acos(

—n—i—gb) :

3 3
—7Tn—|——7TS—I-¢>

4 4
37
= A cos <Zn+ 6m + gb)

* Z8 — 67 = multiplo inteiro de 27 .
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z|n|
T
Ea(t) 1( .................. ............................. ................... ......... A -
: ® 0 :
05 oo N ............................. 44444444444444444444 .............................
ob N b\ R oo S N EE d
05 N\ .................... ............................
® : 0, Q,
_1 L N & .................. NS
| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 43: Seqiiéncia periddica : x[n] = A cos (%T”n - gb).

Script exemplo07.m .
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Exemplo 8 Sequéncia n3o periddica

2[n] = Acos (Zn + gb) |

9 9

A cos (%nJrgb) #+ A cos (ZnJr ZN+¢>

* %N# (2m)k, VN, Vk inteiros.
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I
Ea(t) O ......... ““““““ ,,,,,,,,, ......... “““““ ,,,,,,,,,,,,,,,,,, lllllll ,,,,,,,,,,
. . . . 4, . .
05 Lo\ .......... AR U s o N o o
f f f D f %
o\ S R S N S N
f 0 f : :
_05 L ‘ ......... 4444444444444444444 ......... .............................. ....................
. Y . . D
_1 T T 4444444444444444444 % ......... ...................
l l l l l l l l l

Figura 44: Seqiiéncia n3o periédica : x|[n]

Script exemplo08.m .
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Fato. Altas frequéncias x baixas frequéncias.
Altas freqliéncias : wg préximo de (2m)k.

Baixas freqiiéncias : wqy préximo de (w + 27k).

(...)
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0.4 Sistemas discretos

Um sistema discreto é definido matematicamente como uma transformacao ou

operador
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SCHICN Média moével

Algoritmo da média movel :

Para M1:3 € M2:2 :

2

3+2+41 =,

6

yi = ——— 5 afn— &)

_ 1 (x[n—|—3]+x[n+2]—|—$[n—|—1]—|—x[n]—|—x[n—1]—|—x[n—2])

Prof. Ramon
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Conside 2 sinais de entrada distintos :
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_ (Aditividade)

T{arn] + wanl} = T{aln]} + T{waln] | = galn] + yalnl
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_ (Homogeneidade)

T{axi[n]} = aT{xi[n]} = ay;|n]

Combinando-se estas 2 propriedade, tem-se o ...
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T{aml[n] + bxg[n]} = ayi|n| + byz[n]
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_ (Linearidade)

A classe de sistemas discretos que satisfaz o principio da superposicao é dito linear .

- SDL : sistema discreto linear.
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Exemplo 10
Sistemas lineares :
yln| = z[n — ng|
1 Mz
= xz\n —k
y[n] N M, 1 ZM[ ]
—_— 1
Sistemas nao-lineares :
y[n] = z°[n]
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_ (Invariancia no tempo)

Um sistema é invariante no tempo se, Vnyg,

a entrada r1 = x[n — ng]

produz a saida y1 = y[n — no|
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SEuJMEM  Compressor

, —oo<n<oo

Este sistema é variante para M # 1.
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Verificacao

Sequéncia de entrada atrasada :

r1|n| = x[n — ng|

Compressao de x1|n] :

y1|n] = z1[Mn]

= x|Mn — nyg]

Porém, a sequéncia de saida atrasada é

yln —ngl = x[M(n — ng)]
# y1|n]
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Verificacao
Seqiiéncia de entrada : x|n] = {a,b, c,d,e,-- }
Compressao : yln| = x| Mn] = {a,c,e, e }
Atraso : y[n—l]::U[Mn—l]:{O,a,c,e,---}
Seqliéncia atrasada : r1[n| =xn—1] = {0, a,b,e.de,-- }
Compressao : y1[n] = x1[Mn] =x[M(n—1)] = {O,b, d,- - }
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Propriedade  (Causalidade)

Um sistema é causal se a sequéncia de saida no instante ng sé depende da
sequéncia de entrada até ng.

% O sistema é n3o antecipativo .
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Exemplo 12

Sistemas causais :

yln] = xn —ngl, ng>0
1 &
= — k —M; >0 My >0

Sistemas n3ao-causais :

(...)
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9.5 Sistemas lineares invariantes no tempo (SLIT)

hiln] =T {d[n — kl}

Um SLIT pode ser completamente caracterizado pela sua resposta ao pulso .

Seja hy|n] a resposta do SL a d[n — k] (pulso no instante k), i.e.,

Entao :
yn] = Tzn] =T { > k] [n - k]}
k=—o0
[n]
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Pelo principio da superposicao :

yinl = > ek T{olm—k} = > wlkhufn
T T am T

Se o sistema for invariante,

Ent3o a resposta do SLIT é :

oo

yln| = Z z|k| hin — K] Somatério de convolugao

k=—o0
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% Para se determinar a resposta de um SDLIT a qualquer entrada,
basta o conhecimento de sua resposta ao pulso unitario.

Notacao : y|n] = z[n| x hin]
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Exemplo 13

h[n]

x_p[n]=x[-2]8(n+2] y_p[n}=x[-2]h[n +2]

xo[n] =x[0]5[n]

x3[n]=x[3]8[n - 3] y3[n]=x[3]h[n - 3]
3 3
0 ) n 0 n
x[n} =x_,[n] + xq [n] + x5 [n] ylnl=y_,[n] +yq[n] +y;[n]

Prof. Ramon
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zln] 3

Figura 45: Sequiéncia de entrada.
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hin] 3

Figura 46: Resposta ao pulso.
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y[n] 4 ; j i : @ : : :
ol O O L ]
' O : : :
© | |
OC}OQO O O O O .................... S ........ O OOO.E)
. O :
O | |
T e Q... SRR SRREEE
_4 | | | | | | | | |
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
n
Figura 47: Seqliéncia de saida.
Script exemplol3.m .
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Esta férmula pode ser utilizada para calcular y a cada instante “n’”.
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Exemplo 14 Para o mesmo sistema do exemplo anterior :
T hik]
—@ @ L @ L T ? L @ @
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
I h|—k] = h|0 — k]
—@ L 4 L4 ? T L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
I h|—2 — k]
—@ ? T L L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
I h(3 — k]
—@ L 4 L4 L 4 L 4 L ? T L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
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Exemplo 15 2.8 pag. 25.
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0.6 Propriedades de SDLITs

Quer dizer,
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Prova. Basta uma substituicio de variaveis :

m=mn—k = k=n—-m

= y[n] = i z|klhln — k|

k=—00
= f x|n — m|h|m)|
k=n—m=-00 = -—-m=-0-Nn = m=n—+o00 = m=0o0
ou melhor,
)= Y Hmlafn =] | =) ol
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z[n] n]
) | bl —
—— h2 [n] > hl[n] —y>

Y

hi[n] * ha[n] »

Figura 48: A convolugcao é comutativa.
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x[n] * (hl[n] + hg[fﬂ]) = x[n| *x hi[n] + x[n] * ha|n|
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= —>h1[n] +h2[n]—>

Figura 49: A convolucao é distributiva.
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Estabilidade
BIBO : Entrada limitada = Saida limitada
ynll = | > hlklaln—k]| < Y |h[K]| |z — k]
k=—o0 k=—o0
Se x|n| é limitado,
z[n]| < By
entao
y[n]| < By > |h[K]]
k=—o0
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Portanto, y[n] é limitado se

S = Z |hlk]| < oo Condic3o suficiente

7/

E possivel mostrar que é condicao necessaria .

* BIBO estabilidade & h[n] é absolutamente somavel
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Para SDLITs a causalidade implica que

h[n]IO : n < (0
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Exemplo 16

Backward difference : yln] = z[n| — z[n — 1]

Resposta ao pulso :  hln] =d6[n] —d[n—1] = Causal

Forward difference : y|n] = z[n + 1] — z[n]

Resposta ao pulso :  hln] =d[n+ 1] —dn] = N3o causal
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9.7 Equagées a diferencas (ED)

Uma classe importante de SDLITs é a que satisfaz uma equacao a diferencas da
forma

Z aryln — k] = Z brx|n — k]
k=0 k=0
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Exemplo 17

Acumulador

O acumulador pode ser expresso como :

ylnl = yln — 1] 4 z[n

Recorréncia

Prof. Ramon
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Diagrama de blocos

(...)
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Exemplo 18 Média movel

Mo
1
Para M; =0 : y[n]:M2+1Zx[n—k]
k=0

) ¢ E uma ED com N = 0.
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Outra forma para o algoritmo :

Mo Mo+1
=i =11 = gt (et 3 o)

— e (sl aln = 1)+ 2l Ma)-
—x[n—l]—---—aj[n—Mg]—x[n—Mg—lD
— M21+1(x[n] — x[n — M> —1])

% De fato, pode-se escrever o sistema de infinitas maneiras.

% Existem infinitos modelos de estado para a ED !
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Fato. A linearidade, invariancia e causalidade dependem das condicoes iniciais.

Se as condicdes iniciais forem nulas

entao o sistema é linear, invariante e causal .
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9.8 Representacao no dominio da frequéncia

% Ja vimos a representacao de um sinal em termos de impulsos.

% Sinais podem ser representados de diversas formas.

% Nesta secao : representacao usando exponenciais complexas .
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Fato. A resposta de um SLIT a uma sendide é uma sendide de
mesma frequéncia com amplitude e fase determinadas pelo sistema .

Um SLIT n3o altera a frequiéncia.

% Seqliéncias exponenciais complexas s3o autofuncoes de SLITs.
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Prova.

Seqiiéncia de entrada : z[n] = 7n

Resposta de um SDLIT (com resposta ao pulso h[n]) :

yn] = ) hlk]e R

k=—o0

ejwn Z h[k] e—jwk

k=—0o0
N\ _J
NV

H(ei®)

* e/“" é uma autofuncoes do sistema associada ao autovalor H(ejw).
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Definindo

H(ejw) = Z h|k] eIk

k=—o0

=N yln| =H (ejw) elwn

* H(ejw) é denominada resposta em frequéncia .

* H(e”w) é uma funcao complexa continua em w.
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Exemplo 19 Atraso ideal

Seqliéncia de entrada : xn] =e

Resposta :

yln] = 7

— o JWNa pJwn — H(ejw) — o JwWnd
——
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Solucdo alternativa :

H(e?¥) = Z h[n]e 7«
— Z 5[n — nd]e_j“m
— ¢ JwWnd
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Importante

Uma classe bastante ampla de sinais de interesse pode ser expressa como

o

Wi N o i .
x[n] = g a; e’ Expansdo em série de Fourier

1=—00

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 629

Ent3o, se z[n| é a seqiiéncia de entrada de um SDLIT, a saida é :

oo

yln] = > hlke[n — K]

k=—oc0

- i hlk] ( i a; eﬂ'wm’f))

k=—00 1=—00

= Z az'( Z h|k] ejwik> eI win

1=—00 k=—o0
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Fato. | A resposta em frequéncia H(ejw) é uma funcao periddica
com periodo 27.

Prova. H(ej(w—i—27r)> _ i h[n] e—j(w—i—27r)n
— Z h[n] e—jwn 6—j27‘rn
= Hf_/
= Z h[n] e 7«
= H(ej“’)

% Por conveniéncia, é usual especificar H(eﬂ") somente para w € ( — T, 77] :
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Exemplo 20 Média mével
Algoritmo da média moével :
1 o
n| = xn—k
y[n] N M, 1 ZM[ )
— 1
Resposta ao pulso unitario :
1
h[n] _ Mi+Mo+1 S€ _Ml S n S M27
0, caso contrario.
Resposta em frequéncia :
1 L
H ij — e—jwn
( ) ]\41-|-]\42—|—1n:z_:M1
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Formula : Soma de uma PG
N
i oo Ny > N
o = , 9 =~ 1 -
1l — «
k=N,

% Férmula atil para encontra formas fechadas .
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FOormula : Euler

e’* = cos (w) + jsin (w)

Portanto :

2 coS (w) — Y 4 e I¥

27 sin (w) = el¥ — e I¥
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Aplicando a férmula da soma de PGs :

. 1 ejWMl _ e—jW(M2+1)
H(ejw) = ,
My + My + 1 1l —e v
1 p—Jw(Mz—Mi+1)/2\ pjw(Mi+M2+1)/2 _ ,—jw(Mi+M2+1)/2
B M1 —+ M2 +1 ( e—Jjw/2 ) eJw/2 _ g—jw/2
in (w(M, + My + 1 2)
_ 1 (e—jw(Mz—M1)/2> S1I (w( 1 2 )/
My + M +1 sin (w/2)
Aplicando Euler :
sin (w(My + My + 1 2)
H(e') = ! (e—jw<Mz—M1>/2) ( (M + Mo 1)/
My + My + 1 sin (w/2>
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0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2 | | | | | | |

n

Figura 50: Resposta em frequéncia : médulo e fase para M, = 0, My = 4.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

636

0.8
0.6

0.4

0.2

Figura 51: Periodicidade de H (e7*).

Script exemplo20.m .
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9.9 Transformada de Fourier

Equacao de sintese

Equacao de analise

x[n] = % _WX(ejw)ejw”dw
X () = Z r[n] e 7"
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* X(ej“’) é periddica com periodo 27,

* X(ej“’) é uma funcao complexa continua da varidvel w :

X (e™) = Xg(e’) + X1 (")

X (%) =[x (e) 9% ()
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A resposta em frequéncia de um SLIT é simplesmente a transformada
de Fourier da resposta ao impulso

H(e!)= Y hlk]e /"

k=—o0
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Verificacao Vamos mostrar que a eq. de sintese é a inversa da eq. de andlise.

Equac3o de anilise : X(ejw) — Z [m] e=em

m=—0o0

1 [T > . .
Equacdo de sintese :  [n] = 2—/ Z x|m]e 7™ | ?“"dw
T JS—r m=—oo

Podemos trocar a ordem da integracao e do somatorio :

iln] = f: 2[m] (% / ' ejw(”_m)dw)

— 7T
(. v
-~

A
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1
1 = —/ edwn—m) g,

27
_ et m>)

B 1
27 ”7
) e]ﬁ(n—m) . e—jw(n—m))

_1
27 ‘7

= [2] sin (7 (n—m))}

27T('n —m)

7

sin (7(n — m))

w(n —m)

1 se m=n
= = §ln —m)|
0 se m#n
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Portanto :
il= Y almlT
— Z x|m]dn — m]
= x[n]
% Se z[n] é absolutamente somdvel = X (')
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% Sequiéncias FIR s3o estdveis e absolutamente somaveis.

FIR : Finite Impulse Response

IR : Infinite Impulse Response

% Quando a sequéncias é IIR , deve-se verificar sua convergéncia.
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Exemplo 21 Sequéncia exponencial

Transformada de Fourier :

X (e¥) = Z z[n] e "
n=—oo
oo (©.@) n
= Z a e I = Z (a e_j”)
n=0 n=0
* X(ej“’) é convergente para ‘a 6_3”‘ <1 — la| <1
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Forma fechada :
—jw\" _ —jw)
X(ejw) _ (&6 ) (ae )
1 — (a 6—3“’)
B 1—-20
1 —qge v
e la] <1 — (a e_j“’)oo =0
Portanto :
: 1
Jw
X(e ) o 1 —qgeJw
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* Se x[n] ndo for absolutamente somdvel , entdo AX (e’).

% 2 sequéncias podem ter a mesma transformada X(ej“’) !
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quadraticamente somaveis

transformada de Fourier.

\WJ=M Algumas sequéncias nao sao absolutamente somaveis, porém sao

% Seqiuiéncias quadraticamente somaveis podem ser representadas por uma

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

648

Filtro passa-baixa ideal

Exemplo 22

1 se |w|l <we

H(ejw) =
0 se w.<|w|/ <
Resposta ao pulso :
1 [we o
hin| = — H(e!*)el*"d
n= g | HE)md
= i N el dw
2m ).
sin (wen
= (wen) (ndo causal!)
™
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% h[n] ndo é uma PG!

% h|n] n3o é absolutamente somavel.

% Porém, h|n] é quadraticamente somavel.
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EEL-555 Sistemas Lineares Il 650

Figura 52: Verificagdo : h|n| n3o é absolutamente somavel.
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1.16

114k . L S -

1.12

1.1

1.08

1.06

1.04 | | | |

Figura 53: Verificagdo : h|n] é quadraticamente somavel.

Script exemplo22.m .
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Seja a sequéncia

z[n] =1

Esta sequéncia nao é absolutamente somavel nem quadraticamente somavel.

Por definicao

X(ejw) = i 27T(5(w—|—27r7“)

r=——00

* 5(w + 27'('7“) é a funcio impulso continua com amplitude infinito e area 1.
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SENICWEN  Seja a seqliéncia xz[n] tal que

X (e¥) = Z 27§ (w — wo + 277 (Trem de impulsos)
Anti-transformada :
1 [T . .
_ X (7% eI¥m q
x|n] om | (e79) &7 dw
1 [ - ,
= 5= (27r 5(w — wo + 27‘(‘7“))6‘7 dw (1 periodo !)
T — 7T
— pJwon
A definicio é consistente : wp = 0 e x[n| =1 - Vn.
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

654

9.10 Propriedades da transformada de Fourier
_ (Seqiiéncia conjugada-simétrica)

Uma seqliéncia z.|n| é dita conjugada-simétrica se

Ten| = ¢ |—n]
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SCEPIWLE  Sequéncia complexa

xe[n: a—]b,;,a+]b,
ZEZ[TL: CL—|—jb,Z,CL—jb,
x:[—n: a’_]b7Z7a’+]b7
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SEuLIIM  Seqliéncia real
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_ (Seqiiéncia conjugada-antisimétrica)

Uma seqiiéncia z,[n| é dita conjugada-antisimétrica se
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SN  Sequéncia complexa

xo[n: —CL+jb,Q,CL+]b,
:Co_n: CL—F'].[)’Q, —CL—I—jb,
z|-n]=---a—3jb, 0, —a—jb, ---
= x.n|=—x,[—n]
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

659

SCEULICIA  Seqliéncia real
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Fato. Toda sequéncia pode ser expressa como :

z[n] = zeln| + 2o[n]

onde :
. s 1 ]
Parte conjugada-simétrica L Xeln] = 5 (x[n] + z*[—n))
. L 1 .
Parte conjugada-antisimétrica : x,[n] = 5 (x[n] — x*|—n])
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SClleWI Degrau unitario

un/=---0,0,1, 1,1, -
weln] =--- 0.5, 0.5, 1, 0.5, 0.5, ---
uoln]=--- —0.5, =0.5, 0, 0.5, 0.5, ---
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_ (Seqiiéncia simétrica)

Uma seqiiéncia real z.[n] é dita simétrica se

% Também é denominada de seqiiéncia par (‘“even”).
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Definicao. (Seqiiéncia antisimétrica)

Uma seqiiéncia real z,[n| é dita antisimétrica se

% Também é denominada de sequéncia impar (‘“odd").
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Fato. Toda transformada de Fourier X (e’*) pode ser decomposta como :

X(e?¥) = X (e7%) 4+ X, (e7¥)

onde :
| 1 | |
Parte conjugada-simétrica L X (e?Y) = 5 (X(ejw) +X*(e_‘7w))
. . - 1 s —jw
Parte conjugada-antisimétrica : X, (e’¥) = 5 (X(ejw) — X" (e™’ ))
Propriedades : X (7)) = X} (—e??)

X, (e?¥) = —=X*(—el¥)

(0]
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% As propriedades de simetria da Transformada de Fourier estao resumidas
na Tabela 2.1,

(Oppenheim & Schafer 1989), pag. 53.

X(ej”) = F{x[n]}

Notacdo : x|n] = F‘l{X(ej”)}

z[n] — X (e7*)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004
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Seqiiéncia Trans. Fourier
1| 2*[n] X*(e=3%)
2 | 2*[-n] X* (&%)
3 | Re{a[n]} X, (&%)
4 | Im{xz[n]} X, (e7*)
5 | z[n] Xr(el?)
6 | zo[n] jXr(e’)
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Sequéncia real

Trans. Fourier

7 | x[n] X (e7¥) = X*(e79v)
8 | z[n] Xg(e/¥) = Xg(e™*)
9 | z[n] X;(e?¥) = —X (e 7¥)
10 | [n] X ()] = | X (3]
11 | afn] X () = 3 X ()
12 | z.[n] Xg(e?v)
13 | 2,[n] jXr(el?)
Prof. Ramon [Parte 1] [Parte 1] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 6683

Exercicio.  2.29, (Oppenheim & Schafer 1989), pag. 75.

Provar as propriedades 1 e 2 da Tabela 2.1.

(a) Propriedades 1 : Flz*[n]} = X~ (e_jw)
Seja :
z[n| = a[n] + j b|n] = z”[n] = a[n] — jbln]
Notag3o: f(x) significa f(x) com x substituido por y.
T—Y
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Entao :
Flaln]} = X() = 3 (aln] +jbn]) e 77"
X Jw) — X Jw ‘ _ ( —ib ) jwn
@) =X(@)|__ = % (ot =500
f{x*[n] = Z e IV = Z ( | —j0bn )e_j“m
Portanto : ]—"{x*[n]} = X" <€jw)‘ = X (e_jw)
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(b) Propriedades 2 :

f{x*[n]} =

Flaz*[-n]} =

f{x*[—n]} =X (ejw)

oo

Z z*[n] e Iem

n=—oo

oo

Z (a[n] — jb[n]) eTIwn — X* (e_jw)

n=—oo

oo

> (al=n] - jb[—n]) e~

n——oo

— 00

Z (a[n] — 7 b[n]) e = X* (e_jw)|

n=—oo

= X* ()

wWw——w
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Exercicio.

Provar as demais propriedades.
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Exercicio.

Verificar as propriedades 7 a 11 para a sequéncia
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9.11 Teoremas da transformada de Fourier

X(ej“’) = f{x[n]}

Notagio - ofn] = FH{x (7))

x[n] Z, X (e7¥)

Os teoremas estao resumidos na Tabela 2.2.
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Sequéncia

Trans. Fourier

axn] +by(n]

aX(ej‘*’> + bY(ejw)

zln —ng|, (ng € N)

e Jwnd X(ej“’)

ejwonaj[n] X(ej(w—wo))
x|—n] X (e79v)
dX (ejw)
n(n] J—r
z[n] * y[n] X ()Y (e?)
x[n] y[n] % _W X(eje) Y(ej(w_9>)d6’
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Teorema de Parseval
o) 9 1 T ‘
1 n_z_:oo‘a:[n]‘ = %/_W X ()] dw
. * 1 " W * W
2 n_z_ooaz[n]y n] = %/WX@j ) Y* (/%) dw
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Exercicio.  2.35, (Oppenheim & Schafer 1989), pag. 76.

Seja a seqliéncia x|n] abaixo

Simetria
2 3 2
'Y ‘ 'Y
1 1 1 1 x|n]
@ @ @ + @ @
—5 —4 J 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 J
—1 —1
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(a) Determine X(ej”)‘ _, sem calcular explicitamente X (e/¥) = F{xz[n]}.

Seja yln] =xzn+2 |, Note que y[n] é simétrica.

Pelo Teorema 2 da tabela 2.2 :

Y () = Flyln]}
— e—jw(—2)X(6jw) _ 6j2wX(6jw)

Como y|n] é real e simétrica (EVEN), pela propriedade 12 da Tabela 2.1 :

Y(ej”) =Yg (ejw)
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Portanto,

Como :

Entao,

Yr(e’®) = ) ylnje 7"

o

— Z y[n] (cos(wn) —J Sin(wn))

n=——oo

cos(—wn) = cos(wn) e sin(—wn) = — sin(wn)

Yr(e?¥) = y[0] + 2 Z y|n| cos(wn)

n=1

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 679

Resultado Para sequiéncias reais e simétricas (EVEN) :

x[n] 7z, X (e¥) = z[0] + 2 Z x[n] cos(wn)

n=1

Voltando ao exercicios :

Y (e’) = Yr(e?¥) = y[0] + 2 Z y|n] cos(wn)

n=1

=2 ( cos(w) + 2 cos(2w) + cos(3w) — COS(5w))

Entdo : X ()| =2y ()|

=2(1+2+1-1) = | X(e#)| =6

w=0
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Portanto :

X(ejw) — ¢ )2 YR(ej“’) — YR(ej“’) —2w
N——

Real!

I X () = —2w

(b) Determine 4 X (e/*) sem calcular explicitamente X (e/%).
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10 Amostragem de sinais continuos

Contetido 1. Introducio
2. Representacao no dominio|da frequéncia

3. Reconstrucao de sinais
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10.1 Introducao

% Sinais discretos aparecem em muitas situacoes praticas.

% Situacdao mais comum : amostragem de sinais continuos .

% O processamento de sinais continuos pode ser implementado fazendo-se
e amostragem
e processamento discreto das sequéncias e

e reconstrucao do sinal continuo processado.

% Sob certas condicoes, um sinal continuo pode ser adequadamente represen-
tado por suas amostras.
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Histoérico

Nyquist (1928)  : Observou que era possivel reconstruir uma sendide a
partir de suas amostrar se a frequéncia de amostragem
fosse maior do que 2 vezes a frequéncia do sinal.

Shannon (1949) : Formalizou o resultado (apresentado nesse capitulo).

Kotelnikov (1933) : Introduziu o resultado na literatura Soviética.
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10.2 Amostragem

+w Meétodo mais usual :

amostragem periddica .

Sequéncia amostrada :

T ...........
1
fs—f .....
ws = 2T fs =

intervalo de amostragem

frequéncia de amostragem

.... frequéncia angular de amostragem

Prof. Ramon
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. C/D

T

Figura 54: Conversor Continuo/Discreto ideal .
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Modelagem matematica

% E conveniente separar o processo de amostragem em 2 etapas :

e Modulador por trem de impulsos

e Conversor de trem de impulsos para sequéncias
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Conversor C/D

—————————————————————————————————————————

Conversor de trem

/\ .
> X > de impulsos para : >
N

x4 (1) seqiiéncia discreta

_________________________________________

Figura 55: Representacao : Modulador + conversor.
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—3T —27 -T T 2T 3T 4T t

Figura 56: Modulacao e amostragem usando 2 intervalos diferentes.
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% A saida do modulador z4(t) é um trem de impulsos (sinal continuo).

% A saida do conversor x|n] é uma sequéncia (sinal discreto).

% Essa representacao matematica da operacao de amostragem permite obter
de maneira mais simples alguns resultados.
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Reconstrucao

% Em geral, nao é possivel reconstruir o sinal continuo a partir de suas
amostras.

HELIENEN : Muitos sinais continuos produzem as mesmas sequéncias de
amostragem.
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Figura 57: Aliasing.

Script exemplo01.m .
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Solucao  Para se eliminar essa ambigliidade é necessario restringir a classe de
sinais no amostrador.

Y O sinal continuo a ser amostrado deve ter banda limitada .
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10.3 Representacao no dominio da frequéncia

Para derivar a representacao no dominio da freqliéncia do conversor C/D ideal,
vamos inicialmente considerar a modulagdo por trem de impulsos de x.(t).

Figura 58: Modulacao por trem de impulsos.

Trem de impulsos : s(t) = Z o(t — nT)

n=——oo
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Sinal modulado :

xs(t) = x(t) s(t)

=x.(t) Y  6(t—nT)

n——oo

Usando propriedade da fun¢do impulso (Delta de Dirac) :

r(t) = 2e(t) S 8t —nT)

n=—oo

= Y x(nT)§(t —nT)

n——oo
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. : .y on 2T
% s(t) é um sinal periddico com freqiiéncia w,; =

Transformada de Fourier de s(t) :

? .

o

S(jw) = 2% Z O(w — kws)

k=—o0

Portanto,

ou melhor,

. 1 : :
X (]w) =7 Xc(jw — k’jws)
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—WN WN W

S(jw)

27

T

—2w3 —Wg Ws 2&)5 w

| | X;s(jw) | |
3 i 1 3 i
| —(;ds —WN WN ws | w
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—WsWN

WN Wg
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10.4 Reconstrucao de sinais

HOLIEGEM Quando um sinal analdgico é dado de maneira tnica pelas suas
amostragens?
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Teorema.  (Shannon)

Um sinal continuo com transformada de Fourier zero fora do inter-
valo (—wg,wp) é dado unicamente pelos seus valores em instantes

equidistantes se

W > 2w
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Z f sinc ( (t — kT)) sinc(gj) — SIH(CU)
T
k=—o0

Y wg = 27 f , fy = 1

T
Ws A :
* WN = > = Frequéncia de Nyquist .
% Férmula nao causal .
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Métodos de reconstrucao

e /OH
e FOH preditivo

e Formula de Shannon

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 704

/OH

E o método de reconstrucao mais simples.
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Figura 59: Reconstrucao FOH.
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FOH

Férmula de reconstrucao FOH :

DISSVERIERGCM O sinal reconstituido é descontinuo.
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Figura 60: Reconstrucao FOH.
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FOH preditivo

Férmula de reconstrucao :

Parat=kh — f(t)= f(k)

Parat=kh+h — f(t)=f(k+1)

Problema : Nao causal.

Solucg3o : usar predicdo de f(k + 1)
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Figura 61: Reconstrucao FOH preditivo.
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Sinal continuo :

Maior frequéncia :

3.1 rad/s

Frequéncia de amostragem :

21 rad/s

SEUIA Reconstrucdo usando ZOH e férmula de Shannon.

x(t) = 0.5+ 2sin(0.7t + 1) + sin(1.25¢ + 2) 4 1sin(3.1¢ + 3)

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

711

Sinal original

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Figura 62: Sinal original.
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Sinal amostrado
4 ) T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 63: Sinal amostrado.
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Reconstrucao com ZOH

5 1 | ]
-3 1I0 2I0 3IO - 4IO 5I0 6IO 7IO 8I0 9I0 100
Figura 64: Reconstrucao usando ZOH.
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Comparacao das reconstrucoes

0 10 20 30 40 50 60

70

80

90

100

Figura 65: Reconstrucao usando férmula de Shannon.
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Comparacao das reconstrucoes
5 T T T T T T T T T

40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60

Figura 66: Detalhe da reconstrucao usando férmula de Shannon.
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7/

Aliasing

E um fendmeno relacionado a amostragem de sinais periédicos.
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Filtro anti-aliasing

Para evitar o problema de aliasing, é necessario garantir que o sinal analégico (que
serd amostrado) tenha banda limitada.

Para tanto, introduz-se um Filtro Passa-Baixas antes do amostrador.
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sinal — _ >inal
analégico Circuito Filtro digital
>| Sensor —>| condicio- —>| analdgico —{ S&H > > CAD >
nador
\
—> MUX
— Sinal de
Relégio controle
—_ < program. |e——m—H—

Figura 67: Sistema de aquisicao de dados.
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Figura 68: Tabela 7.1.
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(...)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




UFRJ Universidade Federal do Rio de Janeiro

EE

DEL Departamento de Eletronica

Escola de Engenharia

EEL-555 Sistemas Lineares ||

Capitulo # 11

[Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

(22

Contetuido

11 Revisao: Transformada de Laplace

1. ..
2. ...
3. ...
4. Exemplos

5. Exercicios

Prof. Ramon

[Parte 1] [Parte ]

[14:43]

11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 723

(...)
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12 Transformada Z

Conteluido

Introducao

Origem da Transformada z
Definicao

Generalizacao da Transformada dg| Fourigr — -

Exemplos

Propriedades da Transformada z U U L U U L L

Exemplos

© N o g &2 b=

Exercicios
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12.1 Introducao

% Continuos (SLIT’s) :  Transformada de Laplace .

% Discretos (SDLIT’s) :  Transformada z .
Nesta apresentacgdo :

% Origem a partir da Transformada de Laplace.

% Generalizacao da Transformada de Fourier .

A transformada é uma ferramenta importante para a analise de sistemas lineares.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43]
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V/antagens em relacao a Transformada de Fourier :

e A Transformada de Fourier n3o converge para todas as sequéncias.

e Notacao mais conveniente.

e Utilizacdo para solucao de equacoes a diferencas .
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Origem da transformada z

HEEER : Como usar a Transformada de Laplace com sequéncias 7
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Idéia : Substituir a sequéncia por um trem de impulsos .

Figura 69: Modulacao por impulsos.

\[eJ=M A informacado contida nas 2 representacoes é a mesma.
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A funcdo x*(t) pode ser expressa como
o

= x[k]o(t — kT)
k=0

Aplicando a Transformada de Laplace :
X*(s) = L{z*(t)}
= x(0) + :U(l)e_ST + :L‘(Z)@‘SQT + -

_ Z x[k]e_SkT
k=0

* Qual é o problema 7

2" (t) = 2(0)0(t) + x(1)o(t = T') + x(2)0(t — 2T') + - --

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43]
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SHGLIEN : X *(s) ndo é uma fungdo racional em s.

Solucao : Introduzir uma nova varidvel complexa

Como resultado obtém-se a seguinte transformada :

X*(z) = Z r[k]z ="

k=0

% X*(z) é uma fungdo continua racional na varidvel complexa z.
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Definicao da Transformada z

Definicao.  (Transformada z bilateral)

A Transformada z de uma sequéncia duplamente-infinita
x|n| é definida como :

o0

X(z) = Z{z[n]} = Z xn]z™"

n——oo

% As sequéncias tratadas no livro A. Oppenheim & R. Schafer, 1989,

sao duplamente-infinitas .
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Definicao.  (Transformada z unilateral)

A Transformada z de uma sequéncia semi-infinita
a direita x[n| é definida como :

X(z) = Z{z[n]} = Zx[n] z "

% As seqiiéncias tratadas no livro Astrom & Wittenmark , 1997,

sao do tipo semi-infinitas a direita.
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Se a sequiéncia é tal que

rn)=0 |, n<0

entdo as 2 transformadas sao equivalentes .
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Comparacao

Transformada de Fourier de x|n| :

Transformada de Laplace de x*(¢) :

Transformada z de z[n] :
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Sequéncias Funcoes
temporais continuas na
varidvel complexa z
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Generalizacao da Transformada de Fourier

A variavel complexa z pode ser escrita como : z=re
Portanto : , > N7
X(re”’) — Z m[n](regw)
n=——oo
©.@)
= g (az[n] r_”>e_3w”
n=—oo

% A Transformada z de z[n| pode ser interpretada como a Transformada de

Fourier de z[n|r—".

% 7~ " é uma exponencial !
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\[ei=M A Transformada de Fourier é uma particularizacao da Transformada z,

X (%) = X(z)

z:ejw
l.e., € uma particularizacao para r=1.
Im
z = el¥
\w
1 Re

Figura 70: Circulo unitario no plano z.
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% A Transformada de Fourier converge < x[n|é absolutamente somavel .

% A Transformada de Fourier nao converge para uma classe significativa de
sinais.

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il 741

_ Regiao de convergéncia

ROC = {z | Z{x[n]} converge. }
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% Para que a Transformada z seja convergente , devemos ter

O

Z ’x[n] 7“_”‘ < 00

n=—oo

% Basta que exista uma exponencial 7~ tal que z[n|r~" seja absolutamente
somavel.
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Exemplo 1

A seqliéncia x[n] = degrau unitdrio n3o é absolutamente somavel.

* x[n|r~™ é abs. somavel para r > 1.

% Quer dizer, existe uma Transformada z do degrau unitario com

ROC: |z] > 1.
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Im

Fato. | A ROC é um anel no plano z centrado na origem.

também existe.

Re

% Se o circulo unitdrio pertence ao anel, entdo a Transformada de Fourier

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I]
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NJ=M No caso de sequéncias nao absolutamente somaveis e nao quadratica-
mente somdveis, a Transformada de Fourier é definida usando impulsos .

Para estes casos,

X (e%) # X(z)

z—elw
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% A Transformada z é mais util quando expressa em forma fechada .

Formula atil| : A soma de uma PG é dada por :
N2 ) oV _ o N2+l
Z o = , No >N
1l —«
’I’L=N1
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Prova.

Portanto :

Subtraindo :

Qo § a'n/ — aNl"‘l _I_ L. _|_ aNQ _|_ aNQ"‘l

N2
(1 —«) Z " = ot — N2t
n=N1
i o oVl _ o N2+l
v 1l —

Prof. Ramon
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SClIeWA Pulso unitario

1 sen=0

Pulso unitario : z[n| =
0 senz#0

Usando a definicao :

X(z)=2[0] +2[1]z 7 + 22272 +--- =1
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SCICIEE Degrau unitdrio
L, 0 sen<0
Degrau unitario :  x[n| =
1 sen>0
Usando a definic3o : Xz)=1+z"t4+2724...
Condic3o para convergéncia : 1z| > 1
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Forma fechada :

1] —z-1 T 1 1 z—1

% Dentro da regiao de convergéncia, (z—l)oo =0.

Solucdo : X(z) = ROC: 2] > 1
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Exemplo 4

Exponencial :

Condicao para convergéncia :

Sequéncia exponencial semi-infinita a direita.

x[n] = a™ uln]
X (z) = Z{z[n]} = Z a"uln|z™" = Z(az_l)”

laz7l <1 = |2 > |af

mn
— (ﬁ) abs. somavel = |r| > |a| = |z > |a| .
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Forma fechada :

X(2) = (az71)Y — (az™1)%° _ 1 _
1 —az"! l—az"! z-a
% Dentro da regiao de convergéncia, (az 1)00 =0

z

Solucdo X(z) = ROC: 2| > |a)

< — a

\GIEM Para |a| > 1 a Transformada de Fourier ndo converge.
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a Re
Figura 71: ROC com |a| < 1.
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Exemplo 5

Sequéncia exponencial semi-infinita a esquerda.

_ —a” sen < -1
Exponencial :  z[n| = —a” u|—n — 1], x|n] =
0 sen >0

Usando a definicao :

o0 —1

X(z) = E —a"zT " = E —a"z™"
nN——oo n——oo
oo oo
— _ n
:—E a”z”:—g (a 1z)
Condicao para convergéncia ]aflz‘ <1l = 12| < |a
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Forma fechada :

(a7 =(aTt)>® —(at2) oz
X(z) = - 1 —(a=1z2) 1l—-alz z—a

% Dentro da regiao de convergéncia, (a‘lz)oo —0.

Solucdo : X(z) = : ROC: 2| <al

<z — a

\CIEM Para |a| <1 a Transformada de Fourier ndo converge.
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/
\ 1

Figura 72: ROC com |a| > 1.

Re
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Exemplo 6 Sequéncia exponencial duplamente-infinita.
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Definicao.

Tabela de Transformada z mais comuns

oo

Z{z[n]} = X(2) = Z x[n|z™"

n=—aoo

(Tabela 4.1,

% A tabela a seguir relaciona algumas das transformadas mais comuns

Oppenheim & Schafer, 1989, pag. 159).
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Sequence Transform ROC
1. o[n] 1 All z
i}
2 u[n] i—":"—z—:’i' |Z| > 1
2 1] : [z} < 1
. —u[—n-— T z
4. o[n — m] z " -All z except 0 (if m > 0)
or o (if m < 0)
| 1
5. a'u[n] 1 az-t |z} > |a]
6. —a” 1 1 |z} < la|
. —d u[—n—" ] I—;a‘z_i‘ Z a
] az™!
7. na"u[n] a az-1y? [z]| > |a]
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=1

az
8. —na'u[—n—1] fi — a1y lz| < |ai
. 1 — [cos wplz™ !
9. [cos won]uln] - [2 cos wy]z-" + ;-3 z] > 1
10. [sin won]u[n] [sin o ]2" 2] > 1
« B Cap s [—[2coswelz 42 2 i
i : 1 —[rcoswy]z™t
11. [r" cos wyn]u[n] 1. [2r cos o Jz~* + B8 iz| >r
" [r sin wy]z ™!
12. [r" sin wyn]u[n] T T wdfz_:ii_rfgrf |z| > r
3 a, O0<n<N-1, 1 —az ~¥ 0
"0, otherwise 1—az ! 2| >
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Propriedades da regiao de convergéncia

% A tabela a seguir relaciona as propriedades da ROC

(Veja Oppenheim & Schafer, 1989, pag. 160).
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PROPERTY 1: The ROC s a ring or disk in the z-plane centered at the origin, i.e.,
O<rp<izl]<r,< o0,

PROPERTY 2: The Fourier transform of x[n] converges absolutely if and only if
the ROC of the z-transform of x[n] includes the unit circle.

PROPERTY 3: The ROC cannot contain any poles.

PROPERTY 4: If x[n] is a finite-duration sequence, i.e., a sequence that is zero
except in a finite interval — o0 < N; < #n < N, < oo, then the ROC is the entire
z-plane except possibly z = 0 or z = oo.

PROPERTY 5: If x[n] is a right-sided sequence, i.., a sequence that is zero for
n< N, <o, the ROC extends outward from the outermost (i.e., largest
magnitude) finite pole in X(z) to (and possibly including) z = oo.

PROPERTY 6: If x[n] is a left-sided sequence, ie., a sequence that is zero for
n> N, > — oo, the ROC extends inward from the innermost (smallest magni-
tude) nonzero pole in X(z) to (and possibly including) z = 0.

PROPERTY 7: A two-sided sequence is an infinite-duration sequence that is
neither right-sided nor left-sided. If x[n] is a two-sided sequence, the ROC will
consist of a ring in the z-plane, bounded on the interior and exterior by a pole,
and, consistent with property 3, not containing any poles.

PROPERTY 8: The ROC must be a connected region.
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Transformada z inversa

(...)
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Propriedades da Transformada z

(...)
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(...)
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Exercicio.

(...)
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13 Analise de sistemas lineares discretos

Conteluido

1. ...
2. ...
3. ..
4. Exemplos

5. Exercicios
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(...)

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




UFRJ Universidade Federal do Rio de Janeiro

EE

DEL Departamento de Eletronica

Escola de Engenharia

EEL-555 Sistemas Lineares ||

Capitulo # 14

[Parte 1] [Parte ] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares II 771

14 Transformada de Fourier

Conteluido
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14.1 Introducao

(...)
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15 Transformada discreta de Fourier (DFT)

Conteudo

Revisao
Série discreta de Fourier

Propriedades da DSF

Exemplos |:|

Exercicios

A
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Referéncias para este capitulo:

1. Oppenheim & Schafer,
Discrete-time signal processing,
Prentice Hall, 1989.

2. Paulo S. R. Diniz, Eduardo A. B. da Silva e Sergio L. Netto,

Digital signals processing: system analysis and design,
Cambridge University Press, 2002.

3. J. Proakis e D. Manolakis,
Digital Signal Processing,
Prentice Hall, 1996.
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15.1 Revisao

Vamos iniciar fazendo uma breve revisao de Transformada de Fourier
(vide secdo 2.7 de (Oppenheim & Schafer 1989), pag. 45.).

1 [" . ,
Equacao de sintese: x[n| = %/ X (ejw) edon g,
Equacao de andlise: X (ej“) — Z x[n] e~ 7en
n=-—o0
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Uma condicao suficiente para a convergéncia é :

X ()= > an]] < oo

n=-—oo

Algumas sequéncias nao sao absolutamente somdveis mas sao quadraticamente

somaveils .
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SCENPICMM  Sequéncia absolutamente somdvel.
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SDEPIWA Sequéncia quadraticamente somadvel.
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Usando a teoria de funcoes generalizadas , defini-se a Transformada de Fourier
de sequiéncias periddicas (ndo absolutamente somdveis nem quadraticamente

somdveis) do tipo

z[n] =) ag " 00 <1 < 00
k

como

X ()= ) 2marpd(w—wy+27r)

r=—00

onde 6(-) é a funcdo impulso (com amplitude co).

Prof. Ramon [Parte 1] [Parte I] [14:43] 11 de Agosto de 2004




EEL-555 Sistemas Lineares Il

781

[ON

=GR A transformada de Fourier da sequéncia

z[n] = /o™ Vn

X (ejw) — Z 21 (W — wo + 27r) .

r——00

Prof. Ramon
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15.2 Série discreta de Fourier (DFS)

Seja uma sequéncia periédica Z[n| com periodo IV .

Propriedade de #fn] - | b =il N

\N[ei=M A notacio 7 indica sequéncia periddica.
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Exemplo 4

Seja a sequiéncia periddica da figura.

N =

freq. =

=| ¥

N

Prof. Ramon
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*

onde :

v A constante

A expansdo em série de Fourier de T|n| é dada por

1 - .
iln] = > X[k edwskn
k

é a frequéncia fundamental .

é introduzida por conveniéncia.

% X k] sdo os coeficientes da expans3o.
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_ . Note que

er|n|

_ qwfkn __ 9 k+rN)n __
— pdwikn _ oiwi( ) = epyrn (1]
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N =14

i
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Representacao na forma de sequéncias semi-infinitas :

eoln] =41, 1,1, 1, ---}

ealn) ={1, 1,1, 1, ---}

61[77,] — {17 j? _17 _j7

eo[n] = {1, -1, 1, =1, ---

63[”] — {17 _j7 _17 j?
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Representacao na forma vetorial :
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Conclusao | : Somente s3o  necessarias N exponenciais complexas
(harmonicas) para a representacdo em série de Fourier da

seqliéncia periddica Z|n]:

N—-1

1 ~— =~ :
iln] = > X[k elwskn
k=0

% Estd é a equacao de sintese .
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Para obter os coeficientes X [k| da série, exploramos a ortogonalidade das

exponenciais complexas.

% Verificacao através de um exemplo simples.
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Exemplo 6 Verificacao da ortogonalidade para o caso N = 4.

eoln] ={1, 1,1, 1, ---}
el[n] — {17 ja _17 _j7 }

eo[n) = {1, -1, 1, -1, ---}

esln] = {1, —j, -1, j, -+ }:

Fato. Duas sequéncias e;[n] e e;[n] sdo ortogonais quando
N-1 .
. N sei1 =
(eiln) ejln]) = ) eilk] eflk] = o
k=0 0 sei#j
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Lembrar que estamos trabalhando com nimeros complexos, portanto,
para z,y € CV,

(z,y) ="y =a"y=y"x

Portanto :
_ L -
leoee)=11 1 1 1| |1 1 1 1} —1414+1+1=4
(eg,e1)y =11 1 1 1| [1 } =1+j-1-5=0
leoea) =11 1 1 1| 1 -1 1 } =1-1+1-1=0
(eg,e3) =11 1 1 1| |1 —1 4 =1—-j—-14+45=0
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- - T
(er,er) =11 5 -1 —j| [1 j —1 —ﬂ =1+14+1+1=4

: - T
(er,e2) =11 j —1 —j| [1 =1 1-4} =1+j-1-35=0

. - T
(er,e3) =11 j —1 —j| (1 —j _1(ﬂ =1-1+1-1=0

B - T
(egex) =11 -1 1 —1| |1 -1 1-4} —1414+1+1=4

_ - T
(eg,e3) =11 —1 1 —1| |1 —j -1 ﬂ =1+j—-1-35=0

* T
@&@>:b_—j _1j}[1.4 _1(ﬂ =1+1+14+1=4

€Ep €1 €9 €3
N N N N

% Note que {

} forma uma base ortonormal .
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Neste exemplo,

8 L /5 -~ ~ -~
#ln] = + (X [0)eoln] + X [Lealn] + X[2lez(n] + X[esln])
Multiplicando ambos os lados por ef![n] (e utilizando notacio vetorial para
simplificar) :
8 L /5
e n)@ln] = = (X (0] ef' Inleoln] )
N
ou melhor,
N-1 i i
z[n] eI (FF)on _ X10]
n=0

% Note o sinal (—) devido a conjugacdo.
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~

A obtencdo do coeficiente X|[1] é similar :

>~ afn]e i) -

Pode-se verificar facilmente que a férmula geral para se obter a seqiiéncia X[k] é :

/

N—-1
~ - A 2_7'(-
X k] = g z[n]e 3 (5 )kn
n=0
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Interpretacao

~

Os coeficientes X |k|] podem ser interpretados como
e Sequéncia de comprimento finito (k =0,--- ,N — 1), ou

e Seqliéncia periddica definida para todo (k € Z).
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E usual definir-se o valor complexo

Dessa forma :

N-1
1 .
Equacao de sintese : T[n] = ~ X[k]ngkn
k=0
. N-1
Equacdo de analise : X[k] = F[n]Whn
n=0
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Notacao

~

Vamos indicar a relacdo entre as sequiéncias periddicas Z[n] e X|[k] pela seguinte
notacao :
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SEUPICWAR  Seja a sequéncia periddica
z|n] = Z §|n+rN|

r——00
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Os coeficientes da DFS sdo :
) N—-1
X[kl =) oWy =1
n=0
Portanto,
N—-1 N—-1
~ 1 —kn 1 27 Vkm
x[n]zﬁ LWy =~ eI (5F)
k=0 k=0
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No caso N =4 (e usando notagdo vetorial) :

»
i) = | :E(X[O]eg[n]+)~([1]61[n]+X[2]eg[n]+X[3]63[n]>
0
_O_
(|1 1] 1 1]
SEE PR R IR I I e IR
4 1 —1 1 —1
N I ] R S D R
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Portanto,

DFS

o o O =
—_ = =
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Seja #[n] = &n — 1]

z[n] é o trem de impulsos do exemplo anterior.

Por simplicidade, vamos tomar novamente N =4 .
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Os coeficientes X [k] s3o dados por :

Z5n—1W —W4—6 (%Tﬂ)k:e_j(%)k

{1 o —1, ]7...}
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Portanto,

(|t B ] 1)
N 1 1 J —1 —J
) =7 1| |+ | e ||
\ L . -1 L]/
(] (=51 [-1] [4]) o
1] |1 1 1 1 1
— - + + + =
4 1 9 —1 —7 0
\[1] -1 |[t] [-1]) o
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Observe o rodizio nos vetores :

—jer=—] =

% Esse rodizio pode ser observado em todos os vetores.
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Resultado,

DFS _j

o O = O
|
—
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SCUPIN Seja a seqliéncia da figura abaixo.

O periodoé N =10.

Os coeficientes da expansao sao dados por :

4

n=0

XK =Y Wl =Y e
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A expressao para os coeficientes pode ser reescrita como :

~ 1 — Wk (ax\, SID (5K
X[k] = 1}3 _ oI55k . (3F)
1 - Wi, sin (f—ok)
Portanto :
X
SF A s =
4+ i
3_ —]
2_ —
1_ —]
O_ —]
R S B B B T
W
Figura 73: Médulo de X[k].
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Por exemplo,

Importante

Para comprovar essa relacdo, vamos considerar uma sequiéncia periddica Z|n|.

A seqiiéncia periédica X [k] pode ser interpretada como as amostras,
igualmente espacadas, da Transformada de Fourier de um periodo

de z|n].

L e
- e
Y
Y
_‘
I
Y
Y
Y
_‘
L e
Y
0
=

Prof. Ramon
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Vamos denotar por x|n] a seqiiéncia (aperiddica) correspondente a um periodo de
z[n] :
[ BE ol
L @ ? @ @ |
0 N

Ou melhor,

zln] se0<n<N-1

z|n] =
0 caso contrario
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Como z[n| = x[n] no intervalo (0 <n < N — 1), temos que a Transformada de
Fourier de x|n] é dada por :

N-1 N-1
X(eY) = Z r[n]e 7" = Z T[n] e 7vm
n=0 n=0

Comparando-se esta expressao com a equacao de analise

- (27

X[k] = i #[n] e~ (5 )kn

concluimos que

~

X[k = X(ej”)‘w:%k

% Isto corresponde a amostrar a Transformada de Fourier em N frequéncias

21
entre w = 0 e w = 27 com espacamento de N
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SEUPICMI  Seja a sequéncia periddica

1 e ° 1 @ °
T[]
® ® ® ® ®
o 1 2 3 4 5
Note que :
Ta|n] = zn| + xn — 1]
= Z[n] 4+ Z1[n — 1]
onde x|n] é a sequéncia do exemplo 7 e

~

T1|n] = Z|n — 1] foi analisada no exemplo 8.
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Neste exemplo,

Portanto,

~ ~

Xolk] = X[k + X1k =1+ WE =14 e 9(5)k

Usando notacao vetorial, temos que
1

\ N

Ta[n] = 1 (2eg[n] + (1 —j)er|n] + (0) ea[n] + (1 + j) e3|n))
( _1_ i 1 | i 1 | i

e Hea-p |7 v | rasn |

1 —1 1 —1
\ L ] 1 _

1
1
0
0

) 1o
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Resultado,

prs  |1-3J

o O = =
)
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15.3 Propriedades da DFS

Linearidade
~ DFS >
Se T1[n] X1[K]
Fa[n] PES L X[k
Entao : 041531[71] + 042532[7?,] DF5 051)21 [k] + OéQXQ [k’]

T1|n] e T2|n| tém o mesmo periodo V.
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Shift

Se Fln] —2£2 5 X

Ent3o : Fln—m] —222

Da mesma forma, devido a dualidade entre Z|n] e X[k|, tem-se que

DFS =

Wx'™ &[n] X[k —1]
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Dualidade

on - F . -
% Sequéncia aperiddica «+——  funcao periddica
on - F . .
% Sequéncia periddica +——  funcao periddica
% As Unicas diferencas entre as equacoes de sintese e analise s3o :

o O fator % na equacao de sintese.

e O expoente negativo na equacio de sintese.
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Portanto, podemos reescrever a equacao de sintese
| V-l
-~ % —k
i) = — 0 X[H W
k=0
como (trocando n por —n)
N—1
Nz[-n] =Y X[k]Wrn
k=0
Fazendo-se a troca de n por £
N—1
NZ[—k] =Y X[n]Wgk
n=0
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A equacao anterior

N-1
NZ[—k] =Y X[n]Wik
n=0
é semelhante a equacao de andlise
X[k =Y X[nWwr
n=0
Conclusdo : X[n] prs NZz|[—k]

isto é, os coeficientes da DFS da seqiiéncia periédica X [n]
sdo dados por Nz|—k].
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Convolucao periddica

Se T1[n] X1[K]
Toln] 2 Xk
N—1 ~ ~
Ent3o : Zi}l[m]ig[n—m] AP X1|k] X2 k]
m=0

% O produto das funcoes no dominio da frequéncia corresponde a convolucao
das funcoes no dominio do tempo.

% Como as sequiéncias envolvidas tém periodo N, a convolucao é feita somente
em um periodo, dai o nome de convolucao periddica .
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15.4 Transformada discreta de Fourier (DFT)

Vamos considerar uma seqiiéncia finita x[n] com comprimento N .

_; z[n] =0, sen¢ [0, N—1]
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Exemplo 11 Sequéncia finita

R I .

0O 1 2

% Esta é uma sequéncia de comprimento N > 3.
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% Sempre é possivel associar uma seqiiéncia periddica Z[n| a sequéncia
aperiddica x|n| :

Notagio alternativa -
Z[n] = z|(n médulo N)]

ou ainda

Z[n] = =[((n))n]
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% Também podemos recuperar a sequéncia finita original z|n| :

n] senel0, N—1j

T
0 caso contrario
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Lembrando que

Definicao.

Fln] —2E2 . X[
N~~~ N——
Periodo N Periodo N

Transformada discreta de Fourier (DFT)

DFS

X[k] = X [K]
0

se ke [0, N—1]

caso contrario
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~

X[k] = X[(k médulo N)] = X [((k))n]
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Portanto, as equacoes de sintese e andlise da DFT sao :

| -l

~ , . L —kn
Equacdo de sintese: x|n] = N Z X k| Wy
k=0

N-1
Equacgdo de anilise: X[k] = Z x[n) W

n=0
Notacao

zln] —2L XK
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Exemplo 12
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16 Fast Fourier Transform (FFT)

Conteudo

1. ...
2. ...
3. ..
4. Exemplos

5. Exercicios
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Referéncias para este capitulo:

1. Gilbert Strang,
Linear algebra and its applications,
Harcourt Brace Jovanovich, Publishers, 1988.

2. J. Proakis e D. Manolakis,
Digital Signal Processing,
Prentice Hall, 1996.
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16.1 Forma matricial da DFT

(...)
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Exemplo 1 N =14
N—-1
X[k =) alnwy
n=0
Portanto,
‘Nl — [N 0 (1] 0 [O)] 0 ()] 0
11 — A [N] 0 1] 1 ()] 2 (9] 3
X1 =z 0| W, +z(]| W, +z 2| Wi + x|3| W]
X[0] = z[0] W) + 2[1) Wi + z[2] Wy + «[3] W
X[0] = z[0] W) + 2[1) W3 + z[2] W) + «[3] W
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Como a DFT é uma transformacao linear, entdo existe uma representacao

matricial .

Usando notacao vetorial, podemos escrever

Xk] = x[n]

Ou melhor, - .

X|k] =Fzxn| | F =
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Porém,
Wi =1 Wi =wp=1
WP =W, Wi =Wwj
Entao,
11 1 1| 11 1]
[ 1w wi wp L A T
1 W2 1 W2 1 -1 1 -1
1 Wi W; W41_ 1 -5 -1 J|
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o FF—=F7T

e Inversa simples.
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Fato A inversa da matriz F' € dada por

11 1 1
a1 |1 w;t oWt owys
Nl w2 owt o ws
1w o wt WY
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Verificacao :

1 1 1 1
A e A
411 -1 1 -1
Loy -1 =g
1 01 1 1|t 1 1 1]
1 |1 B - 1 —F -1
et L J J J I _q
1 -1 1 —-1| |1 -1 1 -1
1 - -1 5111 7 -1 —J
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Notacao E usual denotar

1 1 1 1
1 -1 —
Py = J J
1 -1 1 -1
1 -7 -1
Assim,
. 11 1]
1
Fy = F;= 11 6277/3 647r/3
—1
i 1 e47T/3 e87?/3
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Idéia’ : Calcular X[k| = Fyz[n| utilizando F5.

Xk] = Fyxn] —

(...)
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Resultado| Cooley & Tukey, 1965

z[n] — v'In ~ X = Enpz 0]

_QZ” [TL]_ X”[]C] = FN/Z x" [n]
X[k] = X'[k] + Wk X"[K] (k=0,---,N/2 1)
X[k+N/2—-1]= X'[k] - Wk X"[K] (k=0,---,N/2—1)
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Vo
(...)
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16.2 Diagrama Butterfly

(...)
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